Egyváltozós lineáris regressziószámítás

   A regressziószámítás – mint azt a bevezetőben érintettük – azt vizsgálja, egy (B. típusú) változó értéke (függő változó) hogyan közelíthető, jósolható meg más (B. típusú) változók (független változók) segítségével. Ha a közelítés módja lineáris, akkor lineáris regresszióról beszélünk. Ha csak egy független változónk van, akkor egyváltozós regresszióról van szó. Ha mindkettő fennáll, akkor egyváltozós lineáris regresszióval van dolgunk. 

   Pontosan ez kell nekünk, ha csupán két változónk van, és az adatok megtekintése után úgy látjuk, hogy a két változó kapcsolata lineáris. Ekkor  – mint már említettük  – az alábbi kapcsolatot tételezzük fel:
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ahol Y a függő-, X a független változó. Ekkor valójában az a kérdés, hogy mi az az a és  b érték, mellyel az  aX+b  a lehető legjobb közelítése Y-nak? Egy közelítés akkor a legjobb, ha 

· A Hiba szórása minimális

Ez egyben azt is jelenti, hogy az X és a Hiba korrelációja nulla. Ellenkező esetben

a hiba is megközelíthető lenne X-szel. Ez viszont azt jelentené, hogy az aX+b közelítés tovább javítható, ami nem lehet, hiszen az a legjobb közelítés.

Ezen feltétel kielégítése csak az a értékétől függ.

· A Hiba átlaga nulla

Ha a értéke a fentiek alapján adott, a második feltétel b megfelelő megválasztásával könnyen elérhető.

A fenti regressziós egyenlet így is felírható:
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ahol 

 az Y közelítését jelenti. Példaként tekintsük házaspárok testmagasságait és életkorát. Ez alapján véleményt mondhatunk arról, a testmagasság és az életkor szerepet játszik-e a párválasztásban? Az adatok együttes eloszlásátról a következő ábrákat kapjuk:
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1.ábra





2.ábra
Az első kérdés az, vajon a férfi testmagasságából (X változó) következtehetünk-e a feleség testmagasságára (Y változó) ? Látható, hogy a kapcsolat lineáris, de nem túl erős. A legjobb a X + b közelítést megtalálni annyit jelent, mint megkeresni a pontokra legjobban illeszkedő Y = a X + b egyenest. (Később lesz még róla szó, hogy mit értünk legjobban illeszkedő egyenesen.) Ezt az egyenest szokás regressziós egyenesnek nevezni.

   Az Y = a X + b olyan (x,y) pontokból álló egyenes, melynek meredeksége a, (azaz a egységet emelkedik, amíg 1 egységet megy jobbra) és a függőleges tengelyt b magasságban metszi. 

   Most pedig nézzük meg, hogyan kapható meg a legjobb egyenes egyenlete matematikailag korrekt formában. Vezessük be az alábbi jelöléseket:

m(X), m(Y) : az X és Y minták átlaga,

s(X), s(Y) : az X és Y minták szórása,

corr(X,Y): az X és Y minták korrelációja.

Ekkor a és b értéke a következőképpen kapható meg: 
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Tehát szükség van a minták átlagára, szórására és a két minta korrelációjára az a és b érték meghatározásához.

Tekintsük a házaspárok testmagasságát:

X: a férj testmagassága

Y: a feleség testmagassága

Előzetes számolásokból a következőt tudjuk:

M(X) = 1732 mm,
s(X) = 69

M(Y) = 1601 mm
s(Y) = 62

Corr(X,Y) = 0.36

A fentiek alapján a és b értéke a következő lesz:

a = 0.36*62/69 = 0.33

b=1601-0.33*1732=1028
Tehát az 1. ábrán látható egyenes egyenlete (az adatok mm-ben értendők):

Y = 0.33 ( X + 1028

Ha tehát csak a férj magasságát ismerjük, a feleség magasságára a legjobb tippünk az lesz, ha a férfi magasságának harmadához hozáadunk 102,8 cm-t. Fontos még számunkra a lineéris közelítés jóságának számszrűsítése is, melynek több módja van. 

   Az egyik a függő változó (Y) és a közelítés (aX+b) korrelációja (általában R-rel jeleölik a szakkönyvek). Ennek értéke soha nem negatív. A korreláció tulajdonságaiból és abból, hogy aX+b a legjobb lineáris közelítés, adódik, hogy
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Ha tehát X és Y korrelációja pozitív, Corr(X,Y) = R, ellenkező esetben Corr(X,Y) = -R.

A másik mérőszám az előbbi R érték négyzete. Ennek jelentése a következő:
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Esetünkben R2 értéke 0.133. Vagyis azt mutatja meg, a közelítés, azaz aX+b szórásnégyzete hogy aránylik a közelítendő, azaz Y szórásnégyzetéhez. Vagyis Y ingadozásából X-szel mennyit tudunk “megragadni”. Ennek értéke szintén 0 és 1 között ingadozhat.

Térjünk most vissza egy korábbi képlethez, amely az a értékét adta meg:
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Látható, hogy a értéke a korreláción kívül függ a két változó szórásától is. Ez utóbbiak viszont attól is függnek, milyen mértékegységet használunk. Ha pl. csak a férfiak magasságát mm helyett cm-ben mérnénk, s(X) tizedére csökkenne, a értéke pedig 10-szeresére. Tehát az a érték nagysága önmagában nem informatív a kapcsolat szorosságát illetően. 

Végül is a jelentése az, hogy X egységnyi növekedése esetén Y “átlagosan” a-val növekszik. Az a egy jól transzformált a1-gyel jelölt változatára ennek a definíciónak egy mértékegységfüggetlen változata így hangzik: a1 jelentése az, hogy X egy szórásnyi növekedése esetén Y “átlagosan” a szórásnyival növekszik. Ekkor a1 értéke a következő lesz:
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A fenti képlet baloldala többváltozós regresszió esetén is megállja majd a helyét, de a1 értéke csak egyváltozós esetben egyezik meg a korrelációval. A mértékegységfüggetlen együtthatókat szokás béta-együtthatóknak is nevezni.

Az életkorok esetén (2.ábra) a kapcsolat szemmel láthatóan erősebb. Ez megfelel a tapasztalatainknak, hiszen a nagy korkülönbség sokkal ritkább, mint a nagy magasság különbség.  Az életkorokra a megfelelő regressziós egyenlet:

Y = 0.91 ( X + 1.57

Vagyis a feleség életkorának legjobb becslése a férj életkorának 91 %-a plusz 1.57 év. Tehát egy 40 éves férj esetén a feleség életkorára a legjobb becslés:

40 ( 0.91 + 1.57 = 37.97 ( 38 év

Ha egy adott házaspár esetén a férj 40 éves, a feleség pedig 39, akkor a közelítés hibája ebben az esetben 39 – 38 = 1 év. Ha egy egyenest kiválasztunk a sok lehetséges közül, minden házaspárra kiszámítható a közelítés hibája. Az az egyenes lesz a “legjobb”, melyre e hibák négyzetösszege a legkisebb lesz. Belátható, hogy ilyen egyenes mindig létezik. 

   Most tehát tudjuk, egy minta esetén hogyan határozható meg a legjobb lineáris közelítés, vagyis a megfelelő a és b érték. Ezek azonban csak a mintára jellemzők és nem a populációra. A kapott a és b értékek tehát csak a megfelelő populáció-paraméterek becslései, azaz a mintától függő véletlen értékek. Mivel minket mindig a populáció érdekel, kérdésfeltevésünk a szokásos módon kétféle lehet:

· Becsléselmélet: a pontbecslés szórása, konfidencia intervallum

A pontbecslés szórása azt jelenti, ha sokszor vennénk ugyanilyen nagyságú mintát és mindig kiszámítanánk a megfelelő becslést, ezen becslések szórása mennyi lenne. Ennek természetesen becsült értékét kapjuk, melyet a statisztikai szoftverek általában standard error-nak szoktak nevezni. Az a és b paraméterekre vonatkozó konfidencia- intervallumok jelentése a korábbiak alapján nem szorul magyarázatra.

· Hipotézisvizsgálat: 
a értéke vajon nulla-e, azaz 

H0: a=0,
H1: a(0





b értéke vajon nulla-e, azaz
H0: b=0,
H1: b(0

A próba-statisztika azon alapszik, hogy a megfelelő paraméter (a vagy b) becslése elosztva a becsült szórásával (standard error) t-eloszlást követ n-2 szabadsági fokkal, ha H0 igaz. A testmagasságok esetén a t-statisztika értéke 5.495 ill. 9.846, a hozzájuk tartozó szignifikancia-szint pedig 3 jegy pontossággal 0.000.
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