A hipotézis-vizsgálat modell szemléletű megközelítése

Célunk az, hogy az eddig tárgyalt két eljárás – az egyváltozós lineáris regresszió és az egyszempontos variancia-analízis – példáján bamutassuk, mit jelent a hipotézis-vizsgálat modell szemléletű megközelítése. Ez azért kívánatos, mert bonyolultabb eljárások esetén jó iránytűként szolgálhat a próba-statisztikák dzsungelében. Ehhez először alakítsuk át a két említett modelt olyan alakra, amely céljainknak jobban megfelel. Az egyszempontos variancia-analízis korábban használt modellje ez volt:
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Célszerű bevezetni a következő jelöléseket:
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melyek segítségével a populáció-átlagok így írhatók fel:
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Tehát a pupuláció-átlagok úgy  állnak elő, mint mint a pupuláció-átlagok átlaga plusz az ettől való előjeles eltérés.  Ennek az az előnye, hogy az 
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 eltérés-értékek összege nulla, ezért ha egyenlők, akkor mindegyik nulla lesz. Ez azt jelenti, hogy H0 esetén a modell leegyszerűsödik. Tehát a modellek H0 és H1 esetén a következők lesznek:

	H0 esetén

Szűkített modell
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	H1 esetén

Teljes modell
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Ha tehát valakiről tudjuk, melyik csoportban van, H1 esetén értékének legjobb becslése a megfelelő populáció-átlag, azaz 
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. Ha viszont H0 igaz, vagyis a pupuláció-átlagok egyenlők, akkor a legjobb becslés az összes csoport közös átlaga, azaz 
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. Ez utóbbi esetben tehát nem használjuk fel azt az információt, hogy az illető melyik csoportban van, hiszen a független és a függő változó között nincs kapcsolat. 

   Az egyváltozós lineáris regresszió modellje H1 esetén a jól ismert 
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. Ha H0 igaz, vagyis Y és X között nincs lineáris kapcsolat, akkor X együtthatója nulla, ezért az 
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tag kimarad az egyenletből. Ilyenkor Y-ra a legjobb közelítés az Y változó populáció-átlaga vagyis várható értéke. Ekkor 
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értéke tehát az Y változó populáció-átlagával egyenlő.

	H0 esetén

Szűkített modell
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	H1 esetén

Teljes modell
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A hipotézis-vizsgálat mindkét modell (azaz a variancia-analízis és a lineáris regresszió) esetén ugyanazt a kérdést teszi fel: van-e (a modellben megfogalmazott típusú) kapcsolat a függő és a független változó között? Most, hogy rendelkezésünkre áll a szűkített és a teljes modell fogalma, ez a kérdés így fogalmazható át: a teljes modell szignifikánsan jobban illeszkedik-e az adatokra, mint a szűkített? Vagyis csak annyival jobb-e, mint amennyivel bonyolultabb, vagy a javulás ennél is nagyobb? 

   Kérdés, mit értünk azon, hogy egy modell jobban illeszkedik az adatokra, mint egy másik? A válasz kézenfekvő: az a modell illeszkedik jobban az adatokra, ahol a hibák (vagyis az ei ill. eij tagok) négyzetösszege kisebb. 

   Fontos megérteni, hogy a teljes – tehát árnyaltabb – modell mindig jobban illeszkedik azokra az adatokra, amelyből a modellt becsüljük. 

 Ha azonban a modell “túl jó” és a függő változónak a független változóval nem magyarázható részét is magyarázni akarja, akkor a modellt a (független változó szemszögéből) véletlen ingadozásokra szabjuk. Ez pedig azért rossz, mert újabb adatok esetén a véletlen szinte biztosan másféle mintázatot formál ki és a modellünk rosszabb illeszkedik az új adatokra, mint egy kevésbé árnyalt modell. 

   Egy kissé laza asszociációval a következő példa kínálkozik: Tegyük fel, valakire hangosan rákiabálnak az aluljáróban majd kíméletlenül elverik. Nagy az esélye, hogy az illető ezután minden hangos szóra támadást gyanít és ennek megfelelően reagál. Ha valóban így hat rá az eset, fogalmazhatunk úgy, hogy felállít egy modellt, amelyben a hangos szóból (független változó) hiba nélkül következtetni lehet a  függő változóra (támadás). Ez a modell tökéletesen illik az ő tapasztalatára (adatok, melyből a modellt becsültük) de valószínűleg sokkal többet hibázik majd a hangoskodók megítélésében, mint a trauma előtti időkben. 

Egy másik példaként tekintsük az előző heti és az e heti (kitalált) lottószámokat:

Előző hét:
5
8
32
41
59

E heti:

7
10
34
43
61

Az érdekel minket, nincs-e valami szisztéma, ami előre jelzi a nyerő számokat az előző heti nyerő számok alapján? A valószínűségszámítás által kinált modell szerint a két húzás között nincs kapcsolat, tehát az előrejelzés keretei igencsak korlátozottak. A konkrét adatok alapján azonban valaki elragadtathatja magát és felállíthatja azt a modellt, mely szerint az előző heti nyerőszámokhoz kettőt hozzáadva megkapjuk a következő nyerőszámokat. A modell tökéletesen illeszkedik a konkrét adatokra, de általában nem lesz nagyobb sikere, sőt 90 fölött már kimondottan rosszabb lesz.

Visszatérve a hipotézisvizsgálathoz, a kérdés tehát valóban így értelmes: a teljes modell csak annyival illeszkedik jobban az adatokra, mint amennyivel bonyolultabb? 

Ha a válasz igen, akkor nem érdemes áttérni a teljes modellre, tehát megtarthatjuk a H0 hipotézist. 

Hogy ezt a kérdést meg tudjuk válaszolni, tisztázni kell, mit értünk azon, hogy az egyik modell bonyolultabb, mint a másik. A válasz egyszerű: a bonyolultabb modellben több a paraméter. 

   Nézzünk előbb egy példát a lineáris regresszióra. Adott egy 6 elemű minta, ahol Y-t kívánjuk közelíteni X-szel. A szűkített modellben Y legjobb közelítése az Y átlaga, ami most 10. Ezen közelítés hibája a negyedik oszlopban látható. A teljes modellben a legjobb közelítés az a*X+b, melynek értékei az ötödik oszlopban láthatók. Ennek hibáját a hatodik oszlop tartalmazza. 
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A szűkített modell hibáinak négyzetösszege tehát:

(-6)2 +(-1)2+(-2)2+22+12+62 = 82 = Hiba(SZ)
Ugyanez a teljes modellre a következő:

(-0.8)2+1.62+(-2)2+22+(-1.6)2+0.82 = 14.4 = Hiba(T)
  Az utolsó fogalom, amit be kell vezetni, az a fenti hiba-négyzetösszegek szabadsági foka. Ez nem más, mint a négyzetes tagok száma minusz a becsült paraméterek száma. Lényegében arról van szó, hogy minél több paraméterünk van, a modell annál pontosabban illeszkedik az adatokra, ezért a hibák össz-ingadozásának nagysága (szabadsági foka) csökken. A nemzetközi szakirodalom és így a statisztikai szoftverek is a szabadsági fokra a degree of freedom (rövidítve df) elnevezést használják. 

	H0 esetén

Szűkített modell
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	Paraméterek

száma: 1
	Szabadsági fok, azaz df(SZ):

 6-1 = 5

	H1 esetén

Teljes modell
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	Paraméterek

száma: 2
	Szabadsági fok,

azaz df(T):
 6-2=4


A szükséges fogalmak ismertetése után készen állunk a próba-statisztika elkészítésére, mely a következő:
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A fenti képlet lényegében azt mondja, hogy H0 esetén a szűkített modell hibája olyan nagyságrendben nő a teljes modell hibájához képest, ahogy a szabadsági foka is nő. Máshogy fogalmazva H0 esetén a teljes modell csak annyival jobb, amennyivel több paramétere van. Ahhoz, hogy H0-t elvessük, a teljes modellnek ennél többet kell javítania a közelítés hibáján. Ha tehát H0 igaz, a fenti tört – mint véletlen érték – F eloszlást követ az ott látható szabadsági fokokkal. Ha H0 nem igaz, a számláló értéke növekszik, azaz eloszlása jobbra tolódik és így az egész tört eloszlása jobbra tolódik. H0-t tehát akkor utasítjuk el, ha a próbastatisztika értéke nagyobb a kritikus értéknél.

A konkrét példánk esetén a tört értéke a következő lesz:
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Annak valószínűsége, hogy (1,4) szabadsági fokú F eleoszlás értéke 18.778-nál nagyobb legyen, 0.012. Tehát a szokásos szignifikancia szint mellett H0-t el kell utasítani.

 A regresszió-számítás során fenti próbára vonatkozó eredményeket egy ANOVA-táblázatban szokták összefoglalni, mely lényegében azonos a variancia-analízis során kapott táblázattal:
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A táblázat adatait összevetve a fentebb kiszámoltakkal, magától adódik, hogy minek mi felel meg.

Most nézzünk, hogyan alkalmazható a fenti elv az egyszempontos variancia-analízisre. Példaként tekintsük az előző fejezet adatait, ahol három különböző terápiát vetettünk össze. Emlékeztetőül idézzük fel az adatokokat és a belőlük képzett újabb változókat. A TESZT a terápia sikerét méri, a TELJES ÁTLAG az összes adat közös átlagát, a CSOP: ÁTLAG pedig az egyes csoportok átlaga.
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A szűkített modellben minden emberre a legjobb becslés a TOTÁLIS ÁTLAG, ezért a szűkített modell hibáinak négyzetösszege:

(-1)2+22+(-4)2+72+32+52+(-6)2+(-4)2+(-2)2 = 160 = Hiba(SZ)
Ugyanez a teljes modellre a következő:

02+32+(-3)2+22+(-2)2+02+(-2)2+02+22 = 34 = Hiba(T)

Írjuk fel a  fentihez hasonló összefoglaló táblázatot:

	H0 esetén

Szűkített modell
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	Paraméterek

száma: 1
	Szabadsági fok, azaz df(SZ):

 9-1 = 8

	H1 esetén

Teljes modell
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	Paraméterek

száma: 3
	Szabadsági fok,

azaz df(T):
 9-3 = 6


A tejes modellben látszólag négy paraméter van: m, a1, a2, a3. Mivel azonban az utolsó három paraméter összege nulla, ezért ezért a1, a2, a3 csak két paramétert jelent. A próba-statisztika képlete most is ugyanaz:
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A konkrét adatokkal a következő eredményt kapjuk:
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Annak valószínűsége, hogy (2,6) szabadsági fokú F eleoszlás értéke 11.118-nál nagyobb legyen, 0.01. Tehát a szokásos szignifikancia szint mellett H0-t el kell utasítani.

Az eredményeket összevetve a már jól ismert ANOVA táblázattal, jól látható a kapcsolat, ill. a konkrét azonosságok.
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Az egyszempontos variancia-analízis esetén tehát két nyelvezettel találkoztunk, miközben pontosan ugyanazt számoltuk ki mindkét esetben. A 126-ot egyszer csoportok közötti ingadozásnak neveztük, másodszor pedig a két modell hiba-négyzetösszegének eltérését jelentette. Mindkét megközelítés egyformán helyes, ugyanazt fogalmazzák meg más nézőpontból. A kérdés, hogy melyiket válasszuk, a variancia-analízis bonyolultabb modelljeinél válik majd fontossá 

Az első megközelítést hagyományosnak lehet nevezni, melyben a hipotézisek az átlagok nyelvén vannak megfogalmazva gyakran igen bonyolult képletekkel. A második megközelítés szerint – melyet e fejezet tárgyalt – két modellt vetünk össze azt firtatva, hogy a bonyolultabb (teljes) modell csak annyival jobb-e az egyszerűbbnél (szűkített), amennyival bonyolultabb. Ez utóbbi nyelvezetet használva a hipotézisek könnyebben megérthetők, ugyanakkor matematikai értelemben korrektek maradnak. 
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