7. fejezet

Hipotézis vizsgálat

A statisztikában általában két féle kérdésfeltevés adódik:

I. Mi az igazság? (Pl. Mennyi a populáció átlag?)

II. Igaz-e az hogy...? (Pl. Igaz-e hogy a populáció átlag magyarosrszágon 100 ?)

   Az I. pontnak felel meg a becslés, legyen az akár pontbecslés, akár konfidencia intervallum, a II. pontnak pedig az un. hipotézis vizsgálat. Ez utóbbinak az a lényege, hogy - szemben a becsléssel - már van elôzetes ismeretünk, elképzelésünk a vizsgálandó dologról és van egy új elképzelés is, mely “vetélkedik” a régivel. A régi elképzelést szokás konzervatív hipotézisnek, az újat pedig ellenhipotézisnek nevezni. A kettô közötti döntés folyamatát nevezzük hipotézis vizsgálatnak. A hipotézis vizsgálat logikája az, hogy minaddig ragaszkodunk a konzervatív hipotézishez, amíg tapasztalatainkról nem mondhatjuk el, hogy nagy meglepetést jelentenek a konzervatív hipotézis mellett, de sokkal érthetôbbek az ellenhipotézis esetén.

   A mindennali életben lépten-nyomon találkozhatunk ezzel az észjárással. Például a bíróság egy lopás vádlottjával kapcsolatban minaddig fenntartja az ártatlanság konzervatív hipotézisét, amíg olyan tény nem merül fel, amely komoly meglepetés lenne az ártatlanság esetén, viszont annál érthetôbb azon ellenhipotézis mellett, hogy ô a bûnös. Ilyen tény lehet például az, ha ujjlenyomata a helyszínen marad, a lopott holmit pedig megtalálják a lakásán. Ez igen nagy maglepetés lenne, ha nem ô lopta el, viszont annál érthetôbb az ellenhipotézis mellett.

   A késôbbi analógia miatt fontos megjegyezni, hogy a nagy meglepetés nem azonos a lehetetlennel! Mindenki elég krimit látott már ahhoz, hogy tudja, ilyesmi ártatlan emberekkel is megeshet, ha a háttérben rossz emberek keverik a kártyát. És tudjuk, a (filmeken) a bíróság ilyen esetekben nem mindig mérlegeli ezt az extrém alternatívát, és elítéli a vádlottat (aki esetleg épp a fôhôs). Azonban ne felejtsük el, a bíróság nem tudja, ki a fôhôs és ezért rá - saját nézôpontjából - kétféle hiba elkövetésének veszélye leselkedik:


I. Elítéli a vádlottat, noha ártatlan.

(elsôfajú hiba) 


II. Felmenti a vádlottat, noha bûnös.
(másodfajú hiba)

Mindenki érzi, hogy a kétféle hibát nem lehet egyszerre lecsökkenteni. Ha véletlenül sem akarok ártatlan embert elítélni (vagyis nem akarok elsôfajú hibát elkövetni) és csak a tettenérést tekintem biztos bizonyítéknak, akkor sok bûnös fogja megúszni a büntetést (nô a másodfajú hiba valószínûsége). Ha pedig kemény kézzel lecsapok minden gyanú esetén, kevesebb bûnös ússza meg (csökken a másodfajú hiba valószínûsége), de több ártatlan embert fogok elítélni (nô az elsôfajú hiba valószínûsége). Optimális megoldás nem létezik, csak elfogadott gyakorlat. E tekintetben a statisztika sem dönthet helyettünk, csupán számszerûsíti a döntés következményeit. 

   Most, hogy a hipotézis vizsgálat észjárása világos, alkalmazzuk ezt a tudományos gondolkodásra, mely a statisztika legfontosabb alkalmazási területe.

Mindig két versengő hipotézisünk van:

H0 (konzervatív hipotézis)

H1 (ellenhipotézis)

A mintából készítünk egy un. statisztikát, melynek eloszlását ismerjük H0 esetén. Ezen eloszlás tehát azt az információt tartalmazza, hogy a statisztika értéke hogyan szokott viselkedni, ha sokszor hagyjuk bekövetkezni. 

A statisztika képletéből azt is lehet tudni, hogy az ellenhipotézis esetén a fenti eloszlás melyik vége lesz valószínűbb (egyik, másik, mindkettő) . Ez attól függ, milyen ellenhipotézisünk van. Ennek magyarázata lejjebb olvasható. 

Amikor a próbasatisztika értéke bekövetkezik, megnézzük, hol helyezkedik el ez az érték a fenti eloszláshoz képest. Ha az érték „nagyon” szélre esik, ráadásul azon a szélen, ahol az ellenhipotézis esetén nagyobb valószínűséggel esnek értékek, elutasítjuk H0-t, ellenkező esetben megtarjuk. Ekkor kétféle hibát követhetünk el: 

I.   
Elvetjük H0-t, pedig igaz

(elsôfajú hiba) 

II.
Megtartjuk H0-t, noha nem igaz

(másodfajú hiba)

Hogy egy érték mennyire van szélen, az mutatja meg, hogy mennyi a nála is szélsőségesebb (esetleg kisebb vagy nagyobb) érték valószínűsége. Ez a határ-érték általában- de nem mindig – 0.05. Tehát akkor vetjük el H0-t, ha a próbastatisztika értékénél szélsőségesebb érték valószínűsége kisebb, mint 0.05.

   Nézzünk  egy példát. Tegyük fel, valaki azt állítja, hogy az emberek az áruházban két egyforma tárgy közül általában a jobboldalit  választják. Az elôbbiek alapján adódik a 

  H0 (konzarvatív hipotézis): az embereknek nem számít az oldal, egyforma, tehát (1/2,1/2)  eséllyel választanak a két tárgy közül;

  H1 (ellenhipotézis): a jobboldali tárgyat nagyobb eséllyel választják.

(Jegyezzük meg, ami itt is látható: a konzervatív hipotézis általában pontszerû, azaz egy lehetôséget jelent, míg az ellenhipotézis sok lehetôséget ölel fel. Ugyanis az 1/2, mint esély egy pont a számegyenesen, az ennél nagyobb esély azonban sok számot jelenthet az 1/2 és az 1 között.)  

A hipotézisek megfogalmazása után veszünk egy mintát, vagyis megfigyelünk valahány embert, akik ezt az árut választják. Egy ilyen minta a következô képpen nézne ki:

J,J,JBJ,JB,JB,J,JB,J,JB,JB,J,JB,J,J,J,JB,J,J,JB,J,J,JBB,J

   Itt tehát 35 embert figyeltünk meg és ebbôl 24 választotta a jobboldali tárgyat. Kérdés, ez sok vagy kevés? Mielôtt ezt megválaszolnánk, vegyük észre, hogy a próbastatisztika már meg is van, szinte magától: azon emberek száma, akik a jobboldali tárgyat válsztották. Ennek a statisztikának a konzervatív hipotézis melletti eloszlása binomiális n=35 és p=0.5 paraméterekkel. Ha azonban nagyobb eséllyel választják a jobboldali tárgyat, akkor e statisztika eloszlása is megváltozik. Az 1. ábrán a p=0.5 - nek megfelelô eloszlás mögött látható a p=0.7 és p=0.9 -hez tartozó eloszlás is.

    Az ábra sugallja, hogy az eloszlás jobboldalán lesz az a tartomány, mely meglepetés a konzervatív hipotézis mellett, annál érthetôbb viszont az ellenhipotézist feltéve. Vagyis ha túl sok ember választja a jobboldali tárgyat, akkor fogjuk elvetni a konzervatív hipotézist. Már csak az a kérdés, hol húzzuk meg ezt a határt? Erre - mint említettük - nincs optimális érték. Az elfogadott gyakorlat szerint az elsô fajú hiba valószínûségét szokták maximalizálni, mégpedig általában 0.05-ben. Tehát a határ az az érték, melynél nagyobb érték valószínûsége a konzervatív hipotézis esetén  egyenlô vagy kisebb, mint 0.05. Az ezen határ feletti értékeket elutasítási tartománynak nevezzük. 
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1. ábra
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3. ábra

   A 0.05-öt a hipotézis vizsgálat (más szóval próba) szignifikancia szintjének nevezzük. Noha a 0.05 elfogadott érték, nem szentírás. Valójában a mi konzervatívitási szintünket mutatja. Minél kisebb ez az érték, annál nehezebben adjuk fel a konzervatív hipotézist. Ennek elônyét és hátrányát megtárgyaltuk korábban, a bíró ítélete kapcsán. Vannak esetek, mikor kívánatos jobban lecsökkenteni a szignifikancia szintet (Pl. gyógyszer hatás vizsgálat).

   Visszatérve a konkrét példára, a 2. és 3. ábra alapján látható, hogy az elutasítási tartományt a 22-nél nagyobb értékek adják, hiszen a 22 az a legkisebb érték, melynél nagyobb érték valószínûsége egyenlô vagy kisebb, mint 0.05. Tehát a 0.05-ös szignifikancia érték melett a konzervatív hipotézist el kell utasítanunk. A 3. ábra szintén a B(35,0.5) binomiális eloszlást ábrázolja, csak kumulatív formában, tehát lényegében ugyanaz, mint  folytonos eloszlás esetén az eloszlásfüggvény. 

   A fenti példa tartalmazza a hipotézis vizsgálat (a továbbiakban H.V.) minden, számunkra lényeges fogalmát, csupán az ellenhipotézis megfogalmazása szorul némi általánosításra. Ha hipotéziseinket formalizáljuk, így írhatjuk fel ôket:

Konzervatív hipotézis (K.H.): 
p=0.5

Ellenhipotézis (E.H.):

p>0.5

Az ilyen E.H.-t egyoldalú E.H.-nek nevezzük. A három lehetséges E.H. a következô:



P>0.5

Egyoldali E.H.



P<0.5

Egyoldali E.H.



P(0.05

Kétoldali E.H.

   Mi eddig csak az elsô változatot vizsgáltuk. A második eset csupán annyiban különbözik az elsôtôl, hogy az elutasítási tartomyány baloldalon lesz és egy adott értéknél kisebb értékek alkotják. Ha fent 22 volt a határ, akkor most ennek tükörképe, vagyis 13, tehát az elutasítási tartományt a 13-nál kisebb értékek alkotják . (Ehhez persze az kell, hogy eloszlásunk, a B(35,0.5) szimmetrikus legyen.) Ez az E.H. azt jelentené, hogy az emberek a baloldali tárgyat szívesebben választják.

   A harmadik E.H. csak annyit állít, hogy az oldalnak van szerepe, de nem tudjuk, hogy milyen. Ekkor kétoldali E.H.-ról van szó és az elutasítási tartomány is kétoldali, azaz mindkét szélsôség gyanús. Ha szignifikancia szintünk továbbra is 0.05, akkor most mindkét oldalon legfeljebb 0.025 lesz az elutasítási tartomány valószínûsége a konzervatív hipotézis esetén. Ez azt jelenti, hogy akkor utasítjuk el a K.H. - t, ha a jobboldali tárgyat választók száma 23-nál nagyobb vagy 12-nél kisebb.

   Most tekintsünk egy másik példát, ahol folytonos változóval lesz dolgunk. Tegyük fel, hogy van egy teszt, mely az USA-ban pontosan be van mérve. Ott az eloszlása normális 100-as populáció átlaggal és 15-ös populáció szórással - rövidítve: N(100,05). Ezt a tesztet Magyarországon akarják alkalmazni és tudni akarják a magyar populáció eloszlást. Az egyszerûség kedvéért tegyük még fel azt is - noha ez a valóságban nincs így - hogy a magyar szórás pontosan ismert és szintén 15. Ekkor a magyar populáció eloszlás - az átlagot m-mel jelölve N(m,15) eloszlású lesz.

   Azt a kérdést vizsgáljuk ezután, vajon hihetô-e, hogy a magyar populáció átlag szintén 100. A hipotéziseink ekkor a következôk lesznek:




K.H.

m=100




E.H.

m>100




E.H.

m<100




E.H.

m(100

Válasszuk az második E.H.-t, mely szerint a magyar átlag alacsonyabb. Ezután mintát veszünk, melynek nagysága legyen n. A következô lépés már jól ismert: az adatokból készítünk egy statisztikát, melynek eloszlása a K.H. esetén ismert. Ha visszaemlékszünk a standardizálásra és arra, hogy mennyi a mintaátlag elméleti átlaga ill. szórása, érthetôvé válik a próbastatisztika:




   Tehát a minta átlagból levonjuk annak K.H. melletti elméleti átlagát és elosztjuk a minta átlag (itt most hipotézistôl független) elméleti szórásával. A kapott statisztikáról elmondhatjuk, hogy eloszlása a K.H. mellett standard normális  eloszlású. Mivel az ellenhipotézis esetén 

 elméleti átlaga kisebb 100-nál, a statisztikánk (a továbbiakban próba statisztika) elméleti átlaga negatív lesz. Ez azt jelenti, hogy az elutasítási tartomány bal oldalon lesz. 

   Tegyük fel, hogy a minta átlaga 98.2 volt és ez 121 embertôl származott. Ekkor a próba statisztika értéke:




Kérdés, a -1.32 benne van-e az elutasítási tartományban? Nézzük az 4. és 5. ábrát.       A -1.64 az az érték, melynél kisebb érték valószínûsége 0.05, feltéve, hogy a K.H. igaz, vagyis a N(0,1) eloszlás melett. Tehát az elutasítási tartomány a -1.64 - nél kisebb értékek halmaza. Mivel a -1.32 nem esik ebbe bele, megtartjuka konzervatív hipotézist. Vegyük észre, arról van szó, hogy a minta átlag nem tér el eléggé a 100-tól ahhoz, hogy az eltérés szignifikáns legyen. 

   Ha SPSS-szel dolgozunk, a program nem dönt helyettünk, hanem megadja, hogy a próba statisztika értéke - most a -1.32 - mennyire szélsôséges érték, mégpedig kétoldali E.H.- ben gondolkodva. Mi pedig ezt összehasonlítjuk az általunk választott szignifikancia értékkel. Tehát a -1.32-re kapott érték annak valószínûsége, hogy a N(0,1) értéke -1.32 - nél kisebb vagy 1.32-nél nagyobb. Ez most 0.18. Egyoldali E.H. esetén ennek a fele kell nekünk, tehát 0.09. Ez azt jelenti, hogy a -1.32 beljebb van, mint a -1,64. Ha szignifikancia szintünk 0.05 vagy bármilyen 0.09 alatti szám, megtarjuk a K.H. - t. Kétoldali E.H. esetén a 0.18-at viszonyítjuk a szignifikancia szintünkhöz. Mivel ez nagyobb bármely szokásos szignifikancia szintnél, nyugodt szívvel megtarthatjuk a K.H. - t. A 4. és 5. ábra  ezeket a dolgokat illusztrálja.
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Elutasítási tart. kétoldali E.H. esetén: 1.96 fölött és -1.96 alatt
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Elutasítási tartomány az egyoldali E.H. esetén:


A -1.64-nél kisebb értékek tartománya
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