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NEMPARAMETERES ELJARASOK

Az eddigiek soran taladlkoztunk mar olyan eljardsokkal, melyek a valtozok kozépértékét
vizsgaltak: egymintés-, paros-, fliggetlen mintds t-proba, egy- és tobbszempontos variancia
analizis. Ezek jol haszndlhato eljarasok, de alkalmazasuknak vannak feltételei, melyek nem
mindig teljesiilnek, pl. a normalitasi, és szérdshomogenitasi feltételek. Ezek paraméteres
eljarasok voltak abban az értelemben, hogy feltételeztiink egy eloszlast és a vizsgalddas az
eloszlas konkrét paraméterére ( atlag, szoras ) vonatkozott.

A nemparaméteres eljarasok nem kivannak kiilonosebb feltételt a valtozok eloszlasardl,
s0t még az intervallum-skdla sem kovetelmény. Az azonban jo, ha a valtozo folytonos vagy
legalabb elég finom beosztasu. Ugyanis a median itt fontos szerepet jatszik és ekkor van igazi
jelentése.

A nemparaméteres eljarasok nem a tényleges értékekkel dolgoznak, hanem az értékek
sorrendjével, amit az un. rangokkal ragadnak meg. Egy érték rangja azt jelenti, hogy 6
nagysag szerint hanyadik a mintaban. Nézziink erre egy példat, ahol egy valtozé mellett a
rangok oszlopa lathato.

A RANG A

5.00 4.500 1.00 1.000
4.00 3.000 2.00 2.000
1.00 1.000 4.00 3.000
8.00 6.000 5.00 4.500
9.00 7.000 5.00 4.500
2.00 2.000 8.00 6.000
5.00 4.500 9.00 7.000

A jobboldali két oszlopban ugyanaz van, csak az A valtozoé értékei sorba vannak rakva és a
rangjaik is mellettiik. A hét szam koziil az 1 rangja 1, mert 6 a legkisebb, a 9 rangja 7, mert 6
a legnagyobb. Az § kétszer fordul eld, a 4. és az 5. helyen, ezért rangja ezek atlaga, azaz
(4+5)/2=4.5.

Ezek utan nézziik az egyes eljarasokat. A jobb attekinthetdség kedvéért allitsuk oket
parhuzamba a paraméteres eljarasokkal:

paraméteres nemparameéteres
eljarasok eljarasok
egy minta egymintés t-proba | CHI-NEGYZET-proba
BINOMIALIS

KOLMOGOROV-SMIRNOV (1KS)
WALD-WOLFOWITZ (1W-W)

két fiiggetlen minta figgetlen mintds | MANN-WHITNEY,
(kétmintas) KOLMOGOROV-SMIRNOYV (2K-S)
t-proba WALD-WOLFOWITZ (2W-W)

két Gsszetartozd minta | paros t-proba WILCOXON

tobb fliggetlen minta egyszempontos KRUSKAL-WALLIS

egy szempont szerint varianciaanalizis

tobb Osszetartozd minta | egyszempontos FRIEDMAN

egy szempont szerint varianciaanalizis,

ismételt mérés
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NEMPARAMETERES PROBAK

A nemparaméteres eljarasok koziil eddig a Spearman-féle rangkorrelaciot (Spearman’s rho)
vizsgaltuk. Ez a modszer igazabol folytonos vagy kozel folytonos esetben miikodik jol, foként
akkor, ha az eloszlasok alakja is hasonlo. Az igazi nemparaméteres probak parhuzamba
allithatok a paraméteres eljarasokkal t-probakkal és variancia analizissel.

Formalisan az egymintas eset mddszerei is, de ezen belill az egyes eljarasok sokfélék:

1. Chi-square (Khi - négyzet proba) nominalis, ordinalis
2 . Binomial (Binomialis préoba) dichotém (nominalis)
3. Runs (Wald- Wolfowitz)(szériak vizsgalata) dichotom (nominalis)
4. Kolmogorov-Szmirnov proba intervallum

1. Chi-square (Khi-négyzet) proba :

Adott egy N elemii minta, k-darab lehetséges értékkel. Az értékek gyakorisagai: nj, n,,..., ny.
Azt kérdezziik, hihetd-e, hogy a populécio szintjén ezek a gyakorisagok pi,p2, ... pk. ?

A proba-statisztika:

k 2
(n;-N*p;)" _ 2
z N*p, - Xk'?’

i=1

A proba miikodését mar lattuk korabban, most a normalitasvizsgalatra alkalmas valtozataval
ismerked;jlink meg:

- a hipotetikus eloszlasfiiggvényt k-darab intervallumra osztjuk fel

- kiszamitjuk a y*-értékét,

- majd df=k-3 szabadsagi fok mellett ellendrizziik az illeszkedést

A k-darab intervallum hatarait altaldban szamitogépes algoritmussal hatdrozzak meg, és
ellendrzik az illeszkedést.

A kategoriak optimalis szama: k=20 Né

Itt: N=16-> k=6

Futtatds R-ben a nortest-csomagbol:

library (nortest)
IQ<-c(87,101,97,96,72,73,97,128,99,97,96,83,125,88,95,107,129)
pearson.test (IQ, 6, adjust = TRUE)

Eredmény:
Pearson chi-square normality test

data: I0
P = 5.2353, p-value = 0.1554
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pearson.test (IQ,2* (length(IQ))"(2/5), adjust = TRUE)

Eredmény:
P = 5.6135, p-value = 0.1508

Automatikus illesztéssel:
pearson.test (IQ, adjust = TRUE)

Eredmény:
P = 13.0588, p-value = 0.01099

2. BINOMIALIS préba

Kozvetleniil a binomialis eloszlast hasznalja probastatisztikaként:

- n' k _ n-k
B(n,p) = mp 01- p)

Ha n elég nagy (n>9/n*p*(1-p)), a binomialis helyett normalis eloszlasu kozelitést
alkalmaznak:

R-p,
0

”

p,=Np 0,=Npg Z°

Tegyiik fel, van egy populacid, ahol a neurotikusok ardnya régdta 25 %. A a mai rohand
vilagban felmeriil a gyant, hogy ez az ardny bizonyara novekedett. Ennek vizsgalatara
veszilink egy mintat, ahol 1-gyel kddoljuk a neurotikusokat, 2-vel pedig az egészségeseket.
Adatok:
2,1,1,2,1,2,1,1,2,2,2,1,2,2,1,1,1,2,1,2,2,1,2,2,2,2,1,2,2,1

Hy: A populacioéban a neurotikusok aranya 25%
H;: A populacidban a neurotikusok aranya tobb, mint 25%

A proébastatisztika értéke: a mintdban levé neurotikusok szdma.
A proéba statisztika Hy esetén binomialis eloszlast kdvet (n=30, p=0.25) paraméterekkel.

Szintaktikaja R-ben:

binom.test(x, n, p = 0.5,
alternative = c("two.sided", "less", "greater"),
conf.level = 0.95)

R-parancssorbol:
|binom.test(xtabs(~var1),a=‘t‘,p=0.25) ‘

R-commanderbdl:
| Statistics/Proportions/Single-sample-proportion (Option=Exact binomial) ‘

x<-c(2,1,1,2,1,2,1,1,2,2,2,1,2,2,1,1,1,2,1,2,2,1,2,2,2,2,1,2,2,1)
X=2-X # Atkodolds: O=egészséges , l=neurotikus
X
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binom.test (sum(x), length(x),p=0.25,a="g’")

Eredmény:
(11 011 0101100010011 10100100001001
Exact binomial test

data: sum(x) and length (x)
number of successes = 13, number of trials = 30, p-value = 0.02159
alternative hypothesis: true probability of success is greater than
0.25
95 percent confidence interval:
0.2786696 1.0000000
sample estimates:
probability of success
0.4333333

A H, szerinti gyakorisdgnak 0.25-nek kellene lennie, ezzel szemben lathat6, hogy a
tapasztalati gyakorisdgunk viszont: 13/30 = 0.433. Az egyoldali szignifikancia szint:
p=0,02159 , tehat elvetjiik Ho-t.

Megvizsgaljuk, hogy egy iskolai osztdlyban az 1Q-hanyados medianja lehet-e 100?
valtozo<-c(87,101,97,96,72,73,97,128,99,97,96,83,125,88,95,107,129)
pc <- recode(valtozo, "0:100='0"'; else="'1"'")

pc

binom.test (sum(pc), length (pc),p=0.5)

A futtatds eredménye:
Exact binomial test

data: sum (pc) and length (pc)
number of successes = 5, number of trials = 17, p-value = 0.1435
alternative hypothesis: true probability of success is not equal to
0.5
95 percent confidence interval:
0.1031355 0.5595827
sample estimates:
probability of success
0.2941176

3. WALD-WOLFOWITZ féle egymintas széria-proba (1W-W)

A Wald-Wolfowitz-féle széria tesztet lehet egy-, illetve kétmintas valtozatban hasznalni.

Alapelv: ha a dichotom valtozo6 értékei véletlenszeriien valtakoznak, az értékek véletlenszer(i, azonos
értékekbdl alld sorozatokba (széridkba) rendezédnek.

A probastatisztika értéke a széridk szdma: R (=Runs).

Az eljaras a dichotom valtozo két értékére nézve szimmetrikus, és egy standardizalt
probastatisztikahoz vezet, ahol:

n,=pozitiv széridk elemszama
ngs=negativ széridk elemszama
Elemszam: N=n,+n,
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R = Runs =2ty Jznpnq@ngnq “n, - n,)
n,n, (np+nq) (np+nq_1)

- - ; R-p,

Vagy egyszeriibben: ¢ , = \/(’u z RD(L;’ 2) fgy: Z-= —0 d

JR- 4. +05)/0. ha:R- . <05
0

Kis elemszam (N<50) esetén korrekcio: Z, = J(R- §i, - 05)/0, ha:R- i, 20,5
Ho ha:|R-§ < 0,5

Bar az egymintas W-W proba egy dichotom valtozo értékeinek véletlenszerliségét vizsgalja,
nagyon jol alkalmazhaté folytonos valtozok vizsgalatara is, ami azt jelenti, hogy a folytonos
valtozé értéktartomanyat kettévagjuk egy osztopont segitségével. Ez az osztopont lehet a
median, az atlag, vagy barmilyen, eldre meghatarozott érték. Ennek kovetkeztében a vizsgalat
mar arra vonatkozik, hogy a mintaelemek osztopont ala-, illetve foléesése véletlenszertien
valtakozik-e.

Megjegyzés:
Az IW-W proba az R-ben még nincs implementalva.

4. Egymintds KOLMOGOROV-SMIRNOV (1K-S) préba

A Kolmogorov-Smirnov-proba mindig két eloszlas kiilonbségét (eloszlasbeli tavolsagat)
vizsgélja. Alapelve az, hogy ha két valtozd eloszldsa hasonld (azonos eloszlasbol
szarmaznak), akkor nem lehetnek nagy kiilonbségek az eloszlasok kozott. Eppen ezért a proba
a két eloszlas kozotti abszolut tavolsdg mérésen alapul, mind az egymintds- mind, pedig a
fliggetlenmintas valtozatban. A tavolsag mérése minden eléforduld Xi-értékre megtorténik. Az
egymintas K-S préba alapjat a mintdbol szamolt tapasztalati (F.,) €s az elére megadott,
elméleti (Fo) eloszlas kozotti legnagyobb tavolsag adja, ezen kiviil tartalmaz egy elemszam-
korrekciot is. Az F, eloszlas tetszOleges eloszlastipus is lehet, de leggyakrabban normalis,
egyenletes €és Poisson eloszlas illesztésére hasznalatos.

Ho: A két eloszlas (alakja) azonos
H;: A két eloszlés kiilonbozik

]—[O:F'tapE FO
H :F,#%F,

tap

N=elemszam

Z= \/Nﬂmax‘Ft Fy

ap(x)

Paraméteres eljarasoknal alapvetd, hogy a célvaltozd normalis eloszlasu legyen, mivel a
kiszamolt szignifikanciaszint is erre az alapfeltételre vonatkozik. Ha nem normalis eloszlasu a
célvaltozo, akkor az els6faji hiba drasztikusan megndvekedhet. Igy az egymintas K-S probat



Nemparaméteres eljarasok/2. (nemparaméteres probak)

a pszicholdgiaban foként normalitdsvizsgalatra hasznaljuk, ahol az elére megadott F, az
N(w,0) eloszlast jelenti, amit a tapasztalati mintabol szamolunk.

Ha nem mintdbol szadmitjuk, hanem eldre megadott fliggvényértékkel (elméleti p és o)
dolgozunk, akkor a K-S proba szintaktikdja a kdvetkezd:
| ks.test (X , pnorm, varhatoertek, szoras) ‘

Az 1Q-valtozd normalitasvizsgalata az R-ben, amikor mintabdl szamoltatjuk a p , és o értékeket:
IQ <- wvaltozo

vagy:
IQ<-c(87,101,97,96,72,73,97,128,99,97,96,83,125,88,95,107,129)

mean (IQ)
sd (IQ)
ks.test (IQ,pnorm,mean (IQ),sd(IQ))

Eredmény:

> mean (I1IQ)

[1] 98.2353

> sd (IQ)

[1] 16.67157

> ks.test (IQ,pnorm,mean (IQ),sd(IQ))

Warning in ks.test (IQ, pnorm, mean (IQ), sd(IQ))
cannot compute correct p-values with ties

One-sample Kolmogorov-Smirnov test

data: I0
D = 0.1988, p-value = 0.5122
alternative hypothesis: two.sided

Tehat a mintank normalis eloszlastnak vehetd (p=0,5122).

Azt is tesztelhetjiik, hogy a mintank eloszlésa szdrmazhat-e a N(100,15) elméleti eloszlasbol.
|ks.test(IQ,pnorm,lOO,lS) ‘

Eredmény:

One-sample Kolmogorov-Smirnov test

data: IQ

D = 0.2381, p-value = 0.29
alternative hypothesis: two.sided
Tehat a mintank eloszldsa nem tér el a populacidban altalanos N(100,15) eloszlastol
(p=0,1461).

Az egyszerii 1K-S normalitdsvizsgalat futtathatd a nortest-csomagbdl is:

library (nortest)
IQ<-c(87,101,97,96,72,73,97,128,99,97,96,83,125,88,95,107,129)
lillie.test (IQ)

Az eredmény:
| Lilliefors (Kolmogorov-Smirnov) normality test
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data: I0
D = 0.1988, p-value = 0.07264

Két fiiggetlen minta (M-W, 2K-S, 2W-W)

1. MANN-WHITNEY proba (M-W) (=Kétmintas/fliggetlenmintas Wilcoxon-proba)

A Mann-Whitney-proba ténylegesen a két fiiggetlen minta medianjanak egyenldségét teszteli,
ahol: X és Y a két fiiggetlen minta, melyekben az elemszamok nem feltétleniil egyeznek meg.
A préba mitkddése azon alapul, hogy a két fiiggetlen minta egyesitésével nyert Gj mintat
rendezve, az eredeti X €s Y mintara visszavetitett rangszamok atlagai hasonloak. Ha az egyik
minta nagyobb eredeti mintaértékekkel szerepel, akkor az egyesitett rangsorban is
magasabban helyezkedik el (nagyobb rangszamokkal szerepel), ez azt jelenti, hogy a

medianja is nagyobb.

Ho : A két csoport medianja azonos
H, : A Hyp nem igaz. A két csoport medianja kiilonbozik.

H,:med(X-Y)=0
H :med(X-Y)% 0

A szamitas standardizalt probastatisztikahoz vezet:
n,= a kisebbik rangdsszegli csoport elemszama
n,= a nagyobbik rangdsszegii csoport elemszama
Mintaelemszam: N=n,+ n,

A prébastatisztika alapja a kisebbik rang6sszegii csoport rangosszege: W

U=Ww- n(n +1) u:nLDnz 0, = [mny, (N + 1) Z:U
2 2 12

k

0 (N+1)H th_t"H

, _|n,On 0, =i U

Kapcsolt rangok esetén: 0, = #Dél - ]NS ApY E

U_nan2
Z = 2
k 3 H
foy: t. -t

& mwwuul_;"u
2 I a-n

ﬁ

Példa: Egy iskolai osztalyban szeretnénk Osszehasonlitani a lanyok és fiuk intelligencia

szintjét (IQ-hdnyadosok értékeit).
Kérdés: igaz-e, hogy a lanyok okosabbak a fiaknal?

K
0
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Adatok:
Fiuk(1): 87,101,97,96,72,73,97,128
Lanyok(2): 99,97,96,83,125,88,95,107,129

Szamolas kézzel:

72 |73 183 [ 87|88 [95]196 {96 9719797199101 ]107 125|128 129 | X
Rendez: |1 |2 |3 [4 |5 [6 |7 8 |9 (1011 |12]13 |14 |15 |16 |17
Rang; 1 12 |13 [4 |5 |6 |75]75]10]10[10])12|13 |14 |15 |16 |17
Csop 1 |1 12 |1 (2 (2 |1 2 1 |1 ]2 |2 |1 2 2 1 2
W, 1 |2 4 7,5 10 | 10 13 16 63,5
W, 3 5 16 7,5 11 |12 14 |15 17 [ 89,5

N=17,n,=8 , n,=9
Rangétlag(1)=63,5/8=7,93
Rangatlag(2)=89,5/9=9,94 - ugy tiinik, mintha a lanyok értékei nagyobbak lennének.

+1
g=w-mmtD 80 s 36- 075
2 2
Kapcsolt rangok nélkiil:
- Un,
- 2 . 275736 85 85 4179, p= 0413
\/numz(m 1) J8D9D18 \/1296 J108
12 12 12
Kapcsolt rangokkal pedig (kapcsolt rangok:2*96 és 3%97):
_nyUn,
;- v-—5 ) 27.5- 36 ) 8.5
i Zkts't 1 3OSl (8-2)+(27-3) \/1296H1- 30 1
m Oy (N+ 1) (0, R 77 12 170(17% - 1) 12 0 170288
12 E N’ - N %
z= 83 - o 85 -~ 8D’5 : 13’36 = 0,82046 - p= 0,412
1080(1- 0,00612 10800,9938 10,
10801~ 20 [ ( )
0 4896

Mivel kevés volt a kapcsolt rang, a Z-statisztikdk nem kiilonbéznek markéansan.

A Mann-Whitney-proba futtatdsa R-ben (~fliggetlenmintas Wilcoxon-teszt, folytonossagi

korrekcio nélkiil):

IQ<-c(87,101,97,96,72,73,97,128,99,97,96,83,125,88,95,107,129)

NEM<-c(1,1,1,1,1,1,1,1,2,2,2,2,2,2,2,2,2)

median (IQ[NEM==1])

median (IQ[NEM==2])
)
)

mean (IQ [NEM==1]
mean (IQ [NEM==2]
wilcox.test (IQ~NEM, correct=FALSE)

Eredmény:
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> median (IQ[NEM==11])

[1] 96.5

> median (IQ[NEM==2])
[11 97

> mean (IQ[NEM==11])
[1] 93.875

> mean (IQ[NEM==21])
[1] 102.1111

Wilcoxon rank sum test

data: IQ by NEM
W = 27.5, p-value = 0.412
alternative hypothesis: true mu is not equal to O

Warning message:
cannot compute exact p-value with ties in: wilcox.test.default(x = c (87,
101, 97, 96, 72, 73, 97, 128),

A Mann-Whitney-teszt eredménye azt jelzi, hogy a két csoport rangszdmai kozel esnek
egymashoz (p = 0,412). A ndk és férfiak 1Q-értékei nem kiilonbdznek Iényegesen.

2. Kétmintas KOLMOGOROV-SMIRNOY proéba (2K-S)

A kétmintas K-S a két fiiggetlen minta tapasztalati eloszlasat veti Ossze, vizsgélva, hogy
elméleti eloszlasuk azonos-e. Ha a két minta hasonl6, akkor nem lehet nagy kiilonbség a két
eloszlas kozott. A 2K-S els@sorban az eloszlasok alakjara, masodsorban az elhelyezkedésére
érzékeny. A szamitas itt is a kiilonbségek abszolut értékére vonatkozik az eloszlasok minden
Xi-értéknél, csak az egymintas K-S-hoz képest bonyolultabb elemszam-korrekciot alkalmaz.

Ho: A két eloszlas azonos

H;: A két eloszlas kilonbozik
HO :Eap = Gtap

H :F, % Gmp

tap

n= egyik (F) minta elemszama
m=masik (G) minta elemszama

D= F

tap(x)

Omax G

n+m tap(x)

A kétmintas Kolmogorov-Smirnov proba futtatasa R-ben:
median (IQ [NEM==1])

median (IQ[NEM==2])

mean (IQ [NEM==1])

mean (IQ [NEM==21])

ks.test (IQ[NEM==1],IQ[NEM==2])

Eredmény:

> median (IQ[NEM==1])
[1] 96.5

> median (IQ [NEM==21])
[11 97
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> mean (IQ[NEM==11])
[1] 93.875

> mean (IQ [NEM==21])
[1] 102.1111

Warning in ks.test (IQ[NEM == 1], IQ[NEM == 2])
cannot compute correct p-values with ties

Two-sample Kolmogorov-Smirnov test
data: IQ[NEM == 1] and IQ[NEM == 2]

D = 0.2639, p-value = 0.9296
alternative hypothesis: two.sided

Az eredmény azt mutatja, hogy a két csoport IQ-szerinti eloszlasa lényegében azonos,
(p=0.9296).

3. Kétmintas Wald-Wolfowitz-féle széria-proba (2W-W)

Két eloszlas eltérését ugy vizsgalja, hogy:

- A két mintat egyesiti

- Rendezi

- A rendezett 6sszevont mintaban visszaindexeli, hogy melyik elem melyik eredeti mintabol
szarmazott. A rendezett mintaban ezek az indexek egy dichotom, Ho-esetén véletlenszerti
valtozot alkotnak.

Ho: A két eloszlas azonos

Hi: A két eloszlas kilonbozik
H,:F,=G
H:F_ G

tap tap

tap

Alapelv: ha a dichotom valtozo értékei véletlenszerlien valtakoznak, az azonos értékek véletlenszerii
sorozatokba (széridkba) rendezddnek. (Lehet egy-, illetve kétmintds valtozatban hasznalni.) A
probastatisztika értéke a széridk szama: R (=Runs) lesz. Az eljarés a dichotom valtozo két értékére
nézve szimmetrikus, és egy standardizalt probastatisztikahoz vezet (1asd: 1W-W probanal).

Megjegyzés:
A 2W-W proba az R-ben még nincs implementalva.

Két osszetartozo minta vizsgalata

WILCOXON-féle elojeles rangosszeg proba (= paros Wilcoxon-proba)

A Wilcoxon préba rangokkal dolgozik, tehat hipotézisei a mintdk medidnjara vonatkozik,
nullhipotézise, hogy a parositott minta (X és Y) mindkét medidnja azonos, vagyis a
kiilonbségiik medianja nulla.

Hipotézisei:
H,:med(X-Y)=0
H :med(X-Y)# 0

10
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Hy: a két dsszetartozo minta kiilonbségének medianja nulla
H;: a két 0sszetartozd minta kiilonbségének medidnja nem nulla

Ha a két Osszetartozd minta kiilonbségének medidnja nulla, ez azt is jelenti hogy a két
Osszetartozd minta ugyanabbdl az eloszlasbol szarmazik, vagyis lényegesen nem
kiilonboznek.

Vessziik a parositott minta kiilonbségét:
0,=X,-7Y

1

Rangszamkonverziot végziink a kiilonbség abszolut értékére:
Rang(8,) = Rang(|3, )
A probastatisztika értéke a pozitiv kiillonbségekhez tartozé rangok 6sszege:
V= z Rang(+9))
A probastatisztika tartalmazza a korrekciot is, a kapcsolt rangok esetére (ahol: k-darab

kiilonb6z6 kapcsolt rang esetén, t=a j-edik kapcsolt csoport mérete):
N=elemszam

. NUN+D

7= 4
]WN+DQN+D ESEN
1%

Viltozott-e a gyerekek vizualis képessége (latasélesség) a reggeli- €s a déli mérés kozott?

N=5 reggel délben di 0] -Rang(|di]) | +Rang(]oi])
1 1 4 -3 3 3

2 2 1 1 1,5
3 4 10 10 5
4 4 6 4
5 4 -1 1 1,5

)y V=10,5

A probastatisztika Z-értéke pedig (k=1, és t=2 esetén):

506
o 10575 3 3
J5D6D11_8- 2 55 6 J1375- 0125 3,691
24 48 4 48
7= 0813
D= 0,416

A szignifikancia szint azt jelzi, hogy Ho-t érdemes megtartani, vagyis a gyerekek vizualis
képessége reggeltdl délig nem valtozik szamottevden.
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Nemparaméteres eljarasok/2. (nemparaméteres probak)

A Wilcoxon-proba (paros Wilcoxon-proba) futtatdsa R-ben:
latasrd<-data.frame (reggel=c(1,3,14,10,3),del=c(4,2,4,4,4))
latasrd

attach (latasrd)

median (latasrd$reggel - latasrdS$del)

wilcox.test (reggel, del, paired=TRUE)

Hosszabb paraméterezéssel:
wilcox.test (reggel, del,correct=FALSE, alternative='two.sided',
correct=FALSE, exact=FALSE, paired=TRUE)

Eredmény:

Wilcoxon signed rank test with continuity correction

data: reggel and del
vV = 10.5, p-value = 0.4164
alternative hypothesis: true mu is not equal to O

Ha a két atlag-rang kozel esik egymashoz, tehat a két rangsor atfedi egymast, akkor a Hy —
felé hajlik a dontés. Itt a szignifikancia szint 0.4164, igy a H, - mellett maradunk.

Tobb fiiggetlen minta

KRUSKAL-WALLIS préba (K-W)

Az eljaras lényegében a Mann-Whitney proba altalanositasa és kiterjesztése harom vagy tobb
fiiggetlen mintara. Az egyszempontos ANOVA nemparaméteres megfeleldje, akkor
helyettesitjiik vele az ANOVA-t ha a csoportonkénti szérdsok nagyon kiilonboznek, az
eloszlasok alakja eltér, illetve, ha erdsen sériil a csoportonkénti, normalitasra vonatkozo
feltétel.

A szamitas logikdja is analog a Mann-Whitney probaéval, a mintakat egyesiti, kiszamitja
rangokat, majd a rangszamokat csoportonként atlagolja. Ez a csoportonkénti rangatlag
valgjaban a valtozé nagysagrendjérdl tdjékoztat benniinket, ugyanis csak akkor nagy egy
csoport rangatlaga, ha a valtozo adott csoportbeli eredeti értékei is nagyobbak a tobbinél,
vagyis az egyesitett rangsorban a tobbiek folott helyezkedtek el.

Hy: A csoportok medidnjai egyenldek
H;i: A csoportok kozott legalabb két csoport medidnja kiilonbozik

Pontosabb megfogalmazasban:
Feltetel: X,,X,,.... X\ folytonos fliggetlen mintak (csoportok).
H,:Ui,j:med(X,;)= med(X)

H, Ui, j:med(X,)# med(X))
(ahol :i,jU {l..k},és:i# j)

A szamitas menete:
- A fiiggetlen mintakat egyesitjiik, igy keletkezik az egyesitett, kozds minta, majd

12



Kirdly Zoltan: Statisztika I1.

- az egyesitett k6zds mintat sorba rendezziik,
- a mintaelemekhez rangszamokat rendeliink, majd
- csoportonként (azaz oszloponként) 6sszeadjuk (Tj), €s atlagoljuk az egyes mintdk rangjait

2 ¢ )
H = EN(N+ l)zlzg_ 3N+ DUy,

Kapcsolt rangok esetén korrekcids formulat kell alkalmazni:

HZ - 1, )H A}.ZOZ:

G: az 0sszes kiilonbozo kapcesolt rangok szama

C=1- HH]W——ND ti az i-edik kapcsolt rangl csoport mérete
0 0
0 0

Korrekcios formulaval; H'= —

Harom kistérségi (CS;, CS,, CS;) iskolaban mérték a didkok politikusokkal torténd
elégedettségét.

Gyerekek: CS, CS, CS; Tl T2 Ii3
1 3 7 rendezés és 1 3,5 9,5
2 5 11 rangszam- 2 6,5 13
3 6 15 konverzio 3,5 8 14
4 7 16 a teljes 5 9,5 15
5 3 mintara 6,5 11
9 > 12
N=15 n;=5 n,=6 n;=4 T,=18 T,=50,5 | T5=51.,5

2 2 2
_ 12 18 . 50,5 . 51,574 3016
1506 5 6 4
12 H324 255025 2652 25H 48
2400 5 6

H = 0,05064,8+ 425,04+ 663,06) - 48

H = 0,0501152,9- 48= 57,64 - 48

H = 9,645

Mivel : H = 9,6450 ) (,,-005) (A tablazati érték: 5,99) a nullhipotézist elutasitjuk. Tehét az
iskolakban kiilonbozik a politikusok megitélése.

Futtatas R-ben:

eleg<-c(1,2,3,4,5,3,5,6,7,8,9,7,11,15,16)
CSOP<_C(1/ 1/ 1/ 1/ 1/ 2/ 2/ 2/ 2/ 2/ 2/ 3/ 3/ 3/ 3)
kruskal.test (eleg, csop)

lletve:
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Nemparaméteres eljarasok/2. (nemparaméteres probak)

politikus<-
data.frame(eleg=c(1,2,3,4,5,3,5,6,7,8,9,7,11,15,16),csop=c(1,1,1,1,1,2,2,2
72,2,2,3,3,3,3))

attach (politikus)

kruskal.test (eleg~csop)

Eredmény:

Kruskal-Wallis rank sum test

data: eleg by csop
Kruskal-Wallis chi-squared = 9.6972, df = 2,

p-value = 0.00784

A medianok kiiratasa a csoportvaltozo kiilonb6z6 értékeinél (pl. nemenként, csoportonként):
median (eleg[csop==1])

median (eleg[csop==2])
median (eleg[csop==3])

Eredmény:

> median (eleg[csop==1])
[1] 3

> median (eleg[csop==2])
[1] 6.5

> median (eleg[csop==3])
[1] 13

A medianok megjelenitése boxplot diagrammal:
|boxplot(eleg~csop, ylab="eleg",

xlab="csop",data=politikus)

15

10

eleg

csop

A paronkénti vizsgalatot célszerii a féeljarassal (Kruskal-Wallis prébaval) analég Mann-

Whitney teszttel végezni. Az elséfaju hiba novekedése miatt, természetesen szigoritott
szignifikancia-szintet ajanlott alkalmazni.

A paronkénti vizsgalat futtatdsa R-ben:
wilcox.test (eleg[csop==1],eleg[csop==2])
wilcox.test (eleg[csop==1],eleg[csop==3])

14
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wilcox.test (eleg[csop==2],eleg[csop==3])

Eredmény:
Wilcoxon rank sum test with continuity correction

data: eleg[csop == 1] and eleglcsop == 2]
W = 3, p-value = 0.03493
alternative hypothesis: true mu is not equal to 0

Wilcoxon rank sum test
data: eleg[csop == 1] and eleglcsop == 3]
W =0, p-value = 0.01587
alternative hypothesis: true mu is not equal to 0
Wilcoxon rank sum test with continuity correction
data: eleg[csop == 2] and elegl[csop == 3]

W = 2.5, p-value = 0.05427
alternative hypothesis: true mu is not equal to 0

Tobb 0sszetartozo minta
Friedman-proba

Tobb folytonos-, Osszetartozd minta medidnjanak egyenldségét vizsgalja. Egy személytdl
tobb (k-darab Osszetartozo) adatunk van. Nullhipotézise az, hogy az Osszetartozdé mintak
ugyanabbdl az eloszlasbol szdrmaznak (medianjuk azonos), ellenhipotézis pedig az, hogy az
Osszetartozo mintak kozott van legalabb kettd, amelyek medianja kiilonbozik.

Feltétel: X,,Xo,.... Xk folytonos dsszetartozé mintéak.

H,:Ui,j:med(X,)= med(X,)
H, Ui, j:med(X,)# med(X,)
(ahol 21, jU {l..k},és:i% )

A szamitas menete:
- a mintat soronként (személyenként) rendezziik X;; > r;;

- oszloponként (véltozonként) dsszegezziik a rangszamokat : R; = Z 14

A probastatisztikaja pedig:

ENDk(kH)E E—3DN(k+1)D X i

Kapcsolt rangok esetén korrekcio (ahol t=az i-edik személynél levd kapcsolt rangok szama):
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Nemparaméteres eljarasok/2. (nemparaméteres probak)

G
G'=
-y j—jtf
=1 NDk k2 - 1
Példa:
Vizsgaltak a gyerekek vizudlis képességét (latasélesség) Reggel, Délben és Este:
Gyerek: Reggel | Délben | Este Ii| Iip I3
1 1 4 5 soronkénti 1 2 3
2 3 2 4 rendezé€s és 2 1 3
3 14 4 7 rangszam- 3 1 2
4 10 4 9 konverzid 3 1 2
5 3 4 5 > 1 2 3
N=5 Ri=10 | R=7 Rs=13
12
—=_[102+72+132)- 30504
5 304
1 318

G:§(100+49+169) 607 —=-60= 63,6~ 60= 3,6

G = 3,60 X & 0-0.0s) (Mivel a téblazati érték: 5,99)

A futtatas R-ben:

latas<-matrix(c(1,3,14,10,3,4,2,4,4,4,5,4,7,9,5),ncol=3)
friedman.test (latas)

Eredmény:

Friedman rank sum test

data: latas
Friedman chi-squared = 3.6, df = 2, p-value = 0.1653

Az R-ben valo futtatdshoz 1ényeges tudnivald, hogy a friedman.test () fliggvény csak a
matrix adattipust ismeri. Ezért az adatbdzisunk data.frame (Dat) adattipusabol egy
olyan matrix-tipusu tombot (pl. latas2, vagy latas3) kell késziteni, amely csak az altalunk
vizsgalni kivant, 6sszetartoz6 valtozokat tartalmazza. Ezen kiviil, a parancssorban jelezni kell

még a matrix oszlopainak szamat is.

latasl<-

latasl

attach (latasl)

median (reggel)

median (del)

median (este)
latas2<-as.matrix (latasl)
friedman.test (latas2)

Illetve, ha mar meglévd adatbazisbol allitjuk 6ssze a matrixot:
latas3=matrix (c(latasl([, 'reggel'],latasl[,'del'],latasl[, 'este
friedman.test (latas3)

1)

data.frame (reggel=c(1,3,14,10,3),del=c(4,2,4,4,4) ,este=c(5,4,7,9,5))

ncol=3)
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Az eredmény mindhdrom esetben azonos:
median (reggel)

(1] 3

median (del)

[1] 4

median (este)

[1] 5

Friedman rank sum test
data: latas?
Friedman chi-squared = 3.6, df = 2, p-value = 0.1653

A paronkénti vizsgalatot a fOeljarassal (Friedman-proba) analdg, paronkénti
Osszehasonlitdssal tudjuk megvalositani (= paros wilcoxon-proba), természetesen a

szignifikanciaszintet is szigoritanunk kell.

wilcox.test (reggel,del,alternative="'two.sided', correct=FALSE,
exact=FALSE, paired=TRUE)

wilcox.test (reggel,este,alternative="two.sided', correct=FALSE,
exact=FALSE, paired=TRUE)

wilcox.test (del,este,alternative="'two.sided', correct=FALSE, exact=FALSE,
paired=TRUE)

Eredmény:

Wilcoxon signed rank test

data: reggel and del
V = 10.5, p-value = 0.4164
alternative hypothesis: true mu is not equal to 0

Wilcoxon signed rank test

data: reggel and este

V = 6.5, p-value = 0.7865

alternative hypothesis: true mu is not equal to 0
Wilcoxon signed rank test

data: del and este

V = 0, p-value = 0.04217
alternative hypothesis: true mu is not equal to 0

A medianok helyzete a boxplot diagrammal a kdvetkezéképp fest:
boxplot (reggel,del, este,ylab="1latas", xlab="napszak", data=latasl)
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Nemparaméteres eljarasok/2. (nemparaméteres probak)

14
I

12
I

10
I

latas
8
|

napszak

Osszefoglalva azt mondhatjuk, hogy a nap folyaman a latasélesség nem valtozik szamottevéen. A
tendencia azt mutatja, hogy napkdzben folyamatosan javul, és este a legjobb, de az eltérés nem
szignifikans.

sk sk 3k sk s sk sk sfe sk sk s sk sk s sk sk s sk sk sl sk sk sk sk sk s sk sk s sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk s sk sk sk sk sk sk sk sk s sk sk seosk ke sk sk koo skok
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KIEGESZITES:

A standardizalt probastatisztikak alapelve:

A kiszamitott probastatisztikak értéke altalaban tobb tényezd (pl. elemszamoknak, egy-egy érték
relativ gyakorisaganak ...stb.) egyiittes fliggvénye. Bizonyos eljarasoknal megadhaté egy-egy
specialis transzformacid (Z-transzformacio), amivel (a Ho igaz volta esetén) standard normalis N(0,1)
eloszlasu valtozoként (varhato értéke=0, és szorasa=1 ) kezelhetd a létrejott probastatisztika. Ilyen
eljarasok tipikus esete a Mann-Whitney, illetve a Wald-Wolfowitz proba, de megadhatdé egy-egy
transzformacios formula pl. a Binomialis és a y’-proba esetére is. Ezeket a transzforméaciokat
nevezzilk normal-kozelitésnek (Normal Approximation), amik Ho-esetén ¢és fOként nagy
elemszamnal kozelitik jol a standard normal eloszlast. A normal kozelitésre egyébként is csak
nagy elemszamoknal van igazan sziikség.

R-

1)

r

I

Binomialis-proba esetén, ha (n>9/n*p*(1-p)), akkor: i, = Np 0,= yNpq Z*

R-
A y’-proba esetén (n>30): p,=N g =+J2N Z-= U—ﬂ’

7

Mas statisztikaknal, pl. Cohen-kappa esetén bonyolultabb a transzformacios formula:
0; - E;
Re!

K

1

00 S 5 .07 [N*Y 0,00, +( 0.00,)*- Ny 0, 10,0, +0.,)
Mivel p=0 , ezért: 2= —
ivel pe=0 , ezért: 7 K)

Standard Normal eloszlas: y =0,0 =1

~
o

03
I

Siirliség
0.2
]

0.1

0.0

A normal kozelités soran igyeksziink N(0,1) eloszlast valtozoként értelmezni a kiszamitott
probastatisztikat, ezért a nullhipotézist (0=0,05) kétoldali ellenhipotézis mellett, akkor utasitjuk el, ha
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Nemparaméteres eljarasok/2. (nemparaméteres probak)

a transzformalt Z probastatisztika abszolut értéke meghaladja a 2-t (pontosabban: Z szélsdségesebb,
mint 0 £1,96).
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