Kirdly Zoltan: Statisztika I1.

Bevezetés

A paraméteres eljarasok alkalmazasahoz, a célvaltozora nézve szigoru feltételek sziikségesek
(folytonossag, normalitas, szordshomogenitas), ekkor a hipotéziseket egy-egy paraméterre (pl.
atlag, szoras) fogalmaztuk meg. Ha a feltételek nem teljesiilnek, illetve a valtozok mar eleve
nominalis vagy ordindlis szintliek, nem hasznalhatjuk a paraméteres eljarasokat mert
nagymértékben torzitanak. Igy jottek 1étre az Gin. nemparaméteres eljarasok, amibél sok fajta
alakult ki, de nem sziikségesek a paraméteres probaknal eléirt megszoritasok.

A - eloszlas

A )(2 -eloszlast a probastatisztikdkban legtobbszor kategorikus adatok elemzésére hasznaljuk,
illetve akkor, ha az ordinalis, vagy ennél finomabb skaldkon nem hasznaljuk fel a valtozo
nagysagrendjére vonatkozé informéciot.

Ha n darab standard normalis eloszlast valtozot négyzetesen Osszegziink, akkor kapjuk a )(2 -
eloszlast:

Ha: 1,11 550 55--51 , O N(0,1)

Akkor kapjuk a Chi-eloszlast:
Xn:,’1+r]2+,73+‘“+rln

Ha négyzetesen 0sszegziink, akkor a Chi-négyzet eloszlast kapjuk:

2 2 2 2 2

Xn :’71 +f]2 +f)3 +"‘+r]n

Vagyis az n szabadsagi foku XZ -eloszlas nem mas mint n darab fiiggetlen standard normal
eloszlas négyzetdsszege.

A - statisztika

Nullhipotézise altalaban az, hogy két vagy tobb nominalis valtozé eloszlasa azonos.

H,:F= H
H :F#H

Ha a nominalis valtozonak K-darab kiilonb6z6 értéke fordulhat eld, akkor a Chi-négyzet
statisztika altalanos alakja a kovetkezo:

tap = tapasztalt, mért gyakorisag
vart = illeszkedés esetén elvart, elméleti gyakorisag
, < (tap- vart)®
! Z vart
n;: az i-edik celldban tapasztalt gyakorisag
N: elemszadm
pi: az i-edik celldban elvart valdszinliség
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K

(n,-Np)?
z Np; D X(K 1),0
i=1

A prébastatisztikat természetesen o szignifikancia-szinthez tartozé kritikus érték mellett
értelmezziik (tablazati érték). Ha a kiszamitott probastatisztika-érték ennél nagyobb elvetjiik a
nullhipotézist. Szamitogépes alkalmazasokndl altaldban nem a tablazati Fy.-értéket kapjuk
(mivel a szamitogép nem tudja, hogy mi milyen szigoru szignifikancia szint mellett dontiink
majd késdbb), hanem a p-szignifikancia szintet hatdrozza meg. Ha a p-érték 0,05-nél kisebb,
akkor elvetjiik a Ho-t, egyébként megtartjuk.

Chi-Squared Distribution: df = 6
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|

Density

0.04
|
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Illeszkedésvizsgalat ){2 -probaval

Illeszkedésvizsgalatnal az egyik valtozé egy elméleti eloszlas, a mésik pedig a mért
gyakorisagi adatok.

Ho: a tapasztalati és a hipotetikus eloszlas megegyezik
H,: a tapasztalati és a hipotetikus eloszlas nem egyezik meg

Azaz:
H,:F=z H
H :F+ H

Egy telefonos lelkisegély szolgéalatnal egy egyhetes iddintervallum soran kdvetkezd mdodon
alakul a napi telefonhivasok szama: H:29, K:35, Sze:31, Cs:39, P:47, Sz0:62, V:51

A gyakorlat szerint a lelki segitok szama a hét elsé négy napjan 1-1, az utolsé harom napon 2-
2 f6.
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Kérdés: A gyakorlat sszhangban van-e azzal az elvarassal, hogy a kollegak munkaterhelését
egyenletesen osszuk el?

Napok: n; pi N*pi n; - N*p; (n, - Np,)’
Np,
1 Hétfo 29 0,1 29,4 -0,4 0,005
2 Kedd 35 0,1 29.4 5,6 1,066
3 Szerda 31 0,1 29.4 1,6 0,087
4 Csiuitortok | 39 0,1 29,4 9,6 3,134
5 Péntek 47 0,2 58,8 -11,8 2,368
6 Szombat 62 0,2 58,8 3,2 0,174
7 Vasarnap 51 0,2 58.8 -7.8 1,034
z 294 1,0 294 7,868

Kézi szamolas, és chi-négyzet eloszlasi tablazat hasznélata esetén; a df=6, és 0=0,05
szignifikancia-szinthez tartozo kritikus érték: 12,592 , igy a kiszdmolt probastatisztika értéke
(7,87) még belefér az elfogadasi tartomanyba. Vagyis helyes az a gyakorlat miszerint duplazni
kell az utols6 hdrom napon a szolgélatot teljesitok 1étszamat.

Az illeszkedésvizsgalat futtatdsa R-ben (lelkisegély szolgalat):
gyak <- c(29,35,31,39,47,62,51)

prob <- ¢(1,1,1,1,2,2,2)
chisqg.test (gyak, p=prob/10)

Vagy altalanosabban:
chisqg.test (gyak, p=prob, rescale.p=TRUE)

Eredmény:

Chi-squared test for given probabilities

data: gyak
X-squared = 7.8707, df = 6, p-value = 0.2477

A kézi szamoldassal szinkronban, (0=0,05 mellett) itt sem utasitjuk el a Ho-t.

Feladat:

1. Egy pénzérme szabalyossagat vizsgaljuk: feldobjuk 100-szor és 60 esetben FEJ lett az
eredmény. Szabalyos-e a pénzérme.

2. Dobdkocka szabalyossagat vizsgalva az alabbi dobésok sziilettek: 1-es:15 , 2-es:22 , 3-
as:17 , 4-es:28 , 5-6s:30 , 6-0s:19 . Szabalyos-e¢ a dobokockank?

Két valtozo kapcsolata

Két valtozd kapcsolataval eddig csak folytonos esetben taldlkoztunk. Itt tanultuk a
korrelaciét €s a regressziot mint a linedris kapcsolat erdsségének mérészamat. Most
nominalis- és ordindlis valtozok kapcsolataval folytatjuk, amihez be kell vezetni a
kontingenciatabla fogalmat.
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Mi a kontingencia tabla, és mire jo?

Megfigyelési egységekrol tobb kiilonbozo kategorikus valtozo adatait 6sszegytijtve dbrazoljuk
a valtozok kiilonbozo értékeinek egyiittes elofordulasi gyakorisagait.

Az egyiittes gyakorisagok tablazatos elrendezése a kontingenciatabla. Az elemzés céljaitol
fliggden tobb formaja lehet, két szempontos esetben a tabldzat sorai az egyik, oszlopai a
masik valtoz6 kategoridit jelentik, a celldkba pedig a megfigyelt, egyiittes gyakorisagok
keriilnek. Eldfordul, hogy folytonos valtozdkra is szerkesztiink kontingenciatablat, ekkor a
valtozok értékeit intervallumokra bontjuk és ezen intervallumok el6fordulasi gyakorisagait
irjuk a megfeleld celldkba (pl. khi-négyzet-proba, illeszkedésvizsgalatnal normalitdsvizsgalat
esetén).

A kontingenciatabla elemzése lehetdséget ad a valtozok kozotti fliggdségi viszonyok
feltarasara is. Kétszempontos kontingenciatdblan altaldban a khi-négyzet-proba szolgal a
valtozok fliggetlenségének vizsgalatdra. Ha emellett dontiink, akkor a cellagyakorisagok
becsiilhetdk a marginalis gyakorisagok szorzataval, osztva a megfigyelések teljes N szdmaval.
Ha a fliggetlenség nullhipotézisét elutasitjuk, asszocidcios v. fliggdségi mérdszamokkal
(association measures) jellemezziik a valtozok kozotti kapcsolat erdsségét. Ilyen maga a khi-
négyzet-statisztika értéke is. Ha ezt N-nel elosztjuk, a phi-négyzet négyzetes kontingenciat
(contingency coefficient) kapjuk. Ez - a sorok és az oszlopok szamatol fliiggden, alkalmas
normalizalé tényezovel - 0 és 1 kozé tehetd. Az igy normalizalt kontingencia négyzetgyoke a
Cramér-féle V, ezt néha a kapcsolat irdnyat mutatd eldjellel is ellatjak. Az emlitett
mérdszamok szimmetrikusak, a valtozok sorrendjét, vagyis a kontingenciatdbla sorait és
oszlopait felcserélve értékilk nem valtozik. Aszimmetrikus fliggdéségi mérészam pl. a
Goodman-Kruskal-féle lambda, amely azt méri, hogy a sorvaltoz6 mennyire hatarozza meg az
oszlopvaltozo értékét. KxK tipust tablazatban a valtozok egybevagosagat vizsgalja a Cohen-x
mutato.

Egyszertisége ¢és gyakori alkalmazasa miatt kiilon is emlitendé a két dichotom (kétértékii)
valtozobodl keletkezd 2 x 2-es (négymezds) kontingenciatabla. Kevés megfigyelés esetén a
khi-négyzet-proba helyett a Fisher-féle egzakt probat (Fisher’s exact test) érdemes valasztani,
mivel az utdbbi sokkal pontosabb.

A kontingenciatablakon a hipotézistesztelés legtobbszor visszavezethetd a halmazelméletbol
is ismert fliggetlenségi formuldra, vagyis a:
P(ANB) =P(A)*P(B)

Osszefliggésre,

Ha az A és B eseményhalmazok egymastol fliggetlenek, akkor a metszethalmaz (egytittes
eléfordulas) varhato valoszinlisége egyenld az elemi halmazok valoszinliségeinek szorzataval.
Kontingenciatablan pedig, igy modosul: a cellankénti varhat6é valdsziniségek egyenldk az
adott celldhoz tartoz6 marginalis valoszintiségek szorzataival, ami csak akkor teljesiil, ha a
sorokban ¢€s az oszlopokban levé valtozok fiiggetlenek egymastol. Ez utobbi kdvetkezménye,
hogy egy-egy valtozora vonatkozé cellagyakorisagok aranyai is megmaradnak a fliggetlenség,
azaz Hy esetén.
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Tegytik fel, hogy G-sorbol és K-oszlopbdl all a kontingenciatablank.

Valtozok: B, B, B | Bk Sor-
marginalisok:
Al Oll 012 013 ............. O1K OH
A2 02 1 022 023 ............. 02]( 02+
A3 031 032 033 ............. 031( O3+
Ag Oqi Oa2 Ogs | e Ogk
Og+
OSZIOp— O+1 O+2 O+3 ............. O+K N
marginalisok:

Mivel minden i-edik sorban K-darab cellat 6sszegziink, a sormarginalisok altalanos alakja a
kovetkezo:

Mivel minden j-edik oszlopban G-darab cellat 6sszegziink, az oszlopmarginalisok altalanos
alakja a kovetkezo:

G
0+j=Zlo,j

A teljes elemszam pedig az Osszes cella elemszamainak 6sszegeként allithato elo:
G K

N = Z Z 0y
=1 751

Fiiggetlenség vizsgalat

Ha a két valtoz6 kategorikus - akér nominalis, akar ordindlis - a fliggetlenség vizsgalat Khi-
négyzet probara vezet. Ugyanazt az elvet alkalmazzuk, mint az illeszkedés vizsgalatnal, csak
kicsit mashogy.

A G-sorbdl, és K-oszlopbol 4llo kontingenciatablan a Chi-négyzet statisztika a kvetkez6képp
alakul:

2
Jx (G-1)(K-1)0

A kézi szamolas soran célszerli a tapasztalt és vart gyakorisagokra alapozni, mert kevesebb
szamolast igényel:

Oi=n;= az i-edik sor j-edik celldjdban tapasztalt, megfigyelt, mért (Observed) gyakorisag

Ei= az i-edik sor j-edik cellajaban fiiggetlenség esetén vart (Expected) gyakorisag

Alaposszefiiggések a kontingenciatablan:
- —_ Ol'* O+ j
Eij - NDp[j Py — Pi+ |:|p+j D = N P~ N]
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. O,
Ebbdl kovetkezik, hogy: E,=NUOp,=NOp, Op,, = NDO_”D_/

Némi egyszeriisités utan, csak a marginalisokkal kifejezve: E, = N

fgy a probastatisztika joval egyszeriibb alakot lt:

G K (0.-E.)?
yy G gy e
=1 =1 E

Hipotézisek:
Ho: az oszlpokban levd gyakorisagok fiiggetlenek a soroktol
Hi: az oszlpokban levd gyakorisagok nem filiggetlenek a soroktol

Ugyanez jelolésekkel felirva:
H,:Ui,j:0; = E;

H,:0i,j:0, ¢t E,

Homogenitas vizsgalat

Formailag ugyanugy torténik, mint a fliggetlenség vizsgalat, csak mas az értelmezése.
Mindkét esetben azt kérdezziik, az egyik valtozo eloszlasa eltéré-e a masik valtozo kiillonbdzo
értékeinél. Vagyis az a kérdés, hogy a sorvaltozo €s az oszlopvaltozo szerinti gyakorisagok
fiiggetlenek-e egymastol?

Példa a homogenitasvizsgalatra:
Egy kutatas soran az els6éves egyetemi hallgatok lakaskoriilményeit vizsgaltak:

Lakaskoriilmények:
Kollégium: | Albérlet: Csalad: Egyéb: z
Fiu: 114 157 97 27 395
Neme: Lény: 158 255 146 66 625
X 272 412 243 93 N=1020

Az elemzés futtatdsa R-ben:

Table <- matrix(c(114,157,97,27,158,255,146,66), 2, 4, byrow=TRUE)
rownames (Table) <- c('Fiu', 'Lany')

colnames (Table) <- c('Koli', 'Alberlet', 'Csalad', 'Egyeb')

Table

Test <- chisqg.test (Table, correct=FALSE)

Test
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Az eredmény:

Koli Alberlet Csalad Egyeb
Fiu 114 157 97 27
Lany 158 255 146 66

Pearson's Chi-squared test

data: Table
X-squared = 5.0583, df = 3, p-value = 0.1676

A p=0,1676-0s szignifikancia szint azt jelzi, hogy a két nem képviseldinek lakohely szerinti eloszlasa
homogénnek tekinthetd.

Példa a fiiggetlenségvizsgalatra:

Feladat: A gyerek késobbi tarsadalmi statusza 6sszefiigghet-e az apa végzettségével?
A-valtozo: Apa végzettség: 1= also, 2=kozép, 3=felsod
B-valtozd: Gyerek statusz: 1= also, 2=kdzép, 3=felsd

Adatok:
Gyerek (B):
B, B, B; >
A 30 50 30 110
Apa (A): A, 60 25 20 105
As 55 45 920 190
)y 145 120 140 N=405

Az elemzés futtatasa R-ben:

Table <- matrix(c(30,50,30,60,25,20,55,45,90), 3, 3, byrow=TRUE)
rownames (Table) <- c('Al', 'A2', 'A3")

colnames (Table) <- c('B1', 'B2', 'B3'")

Table

Test <- chisqg.test (Table, correct=FALSE)

Test

A futtatis eredménye:
Bl B2 B3

Al 30 50 30

A2 60 25 20

A3 55 45 90

Pearson's Chi-squared test

data: Table
X-squared = 48.8659, df = 4, p-value = 6.227e-10

Az eredmény azt mutatja, hogy a gyerek késObbi tarsadalmi statusza €s az apa végzettsége
Osszefligg: p=0,000, azonban a valtozok kozotti kapcsolat iranyardl nem kapunk informaciot.

Ha a fliggetlenség vizsgalat sordn azt kapjuk, hogy a két valtozé fliggetlen egymastol, akkor a
kérdést le is zarhatjuk. Ha azonban nem fliggetlenek, akkor a kapcsolat mibenlétét, erdsségét
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kezdhetjiik vizsgalni. Erre szolgalnak a kiilonb6z6é asszociacios mérészamok, melyeket az
elobbi Apa-Gyerek vizsgalat )(2 -eredményét felhasznalva fogunk bevezetni.

A x° -statisztikabol szarmazd asszociacios mérdszamok nominalis
skalan

A )y statisztika a két diszkrét véltozo fiiggetlenségét teszteli, Ho-esetén fliggetlenségrol
(illetve homogenitasrol) beszéliink, ilyenkor a probastatisztika értéke nulla, vagy nulldhoz
kozeli. A két valtozo fliggése esetén a ) ° statisztika pozitiv értéket vesz fel és minél nagyobb

ez az érték, anndl nagyobb a fliggés mértéke is. Mivel a statisztika maximalis értéke fligg az
elemszamtol és a szabadsagi foktol is, a felhasznald szdmaéra értelmezhetobb, szarmaztatott

mérészamok keriiltek kidolgozasra. A transzformaciok célja az eredeti  ° statisztika értékét

“beszoritani” a [0 , 1] tartomanyba, hogy ezaltal egy korrelacidora emlékeztetd mérdszamot
kapjunk.

A © (Phi) egyiitthato

2
0= |t - |48:86 347
N\ 405

A @ egyiitthato tulajdonsagai:

- Hy-esetén nulla az értéke, ez a fliggetlenség jele

- 2x2-es kontingncia tabla esetén, az egyiitthatd maximalis értéke 1

- az egylitthato értéke tullépheti az 1-gyet, ha a tablazat sorainak, vagy oszlopainak szdma
ketténél nagyobb.

Kontingencia (Pearson-féle C) egyiitthatd
2
c= |4 \/ 1886 . 0328
v 2+ N V48.86+ 405

A C egyiitthaté tulajdonsagai:
- Ho-esetén nulla az értéke, ez a fiiggetlenség jele
- az egylitthatd mindig 0 és 1 kozott marad, de maximalis értéke az 1-gyet sohasem éri el

Cramer féle V egyiitthat6

2
pe |- Ao 4880 045
VNk-1) V40502

ahol k az oszlopok vagy sorok szdma koziil a kisebbik.
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A Cramer-féle V egyiitthato tulajdonsagai:

- Ho-esetén nulla az értéke, ez a fliggetlenség jele

- AV egyiitthaté mindig 0 és 1 kozott marad, maximalis értéke elérheti az 1-gyet barmely
kontingenciatabla esetén. Ha két oszlopunk vagy sorunk van, akkor értéke azonos a @
egylitthatoval, mivel a tort nevezdjében ekkor csak az N-értéke szerepel.

Az asszociacids mérészamok kiszamitdsa R-ben a ved-csomaghbol.

Table <- matrix(c(30,50,30,60,25,20,55,45,90), 3, 3, byrow=TRUE)
rownames (Table) <- c('Al', 'A2', 'A3')

colnames (Table) <- c('B1', 'B2', 'B3'")

Table

Test <- assocstats (Table)
Test

A futtatds eredménye:
X~2 df P(> X*2)
Likelihood Ratio 46.744 4 1.7243e-09

Pearson 48.866 4 6.2273e-10
Phi-Coefficient : 0.347
Contingency Coeff.: 0.328
Cramer's V . 0.2406

Fisher-féle egzakt-proba (Fisher’s exact test of significance)

Két dichotom valtoz6 kozotti kapcsolat erdsségét méri.
A fliggetlenséget teszteli és kdzvetleniil szamitja ki a szignifikancia szintet.

Ho: A sorok és oszlopok fliggetlensége (homogenitas)
H,: A fiiggetlenség / homogenitas sériil

Nem érzékeny:

- az eloszlasra, és

- a mintanagysagra sem.

Altaldban 2*2-es kontingenciatablan, és kis elemszamnal hasznaljuk, mivel eléggé
szdmolasigényes.

A y-proébat helyettesiti, ha:
- valamelyik cella gyakorisaga n<5, illetve
- ha a mintanagysag N<20

A Fisher-proba miikodési elve:

Kozvetleniil szdmolja a mért gyakorisagok alapjan az ardnytalansag mértékét, a tapasztaltnal
extrémebb értekek bekovetkezésének valdszintiségét Hy igaz volta esetén. A szamitas alapja a
hipergeometrikus eloszlas. A szdmitas soran, rogzitett marginalisok, és fiiggetlenséget
feltételezd Hyesetén, a tapasztaltnal sz¢élsdségesebb elemek elméleti valdsziniiségeit
Osszegezziik, a hipergeometrikus eloszlds minden tovabbi tagjara.

Vizsgalat: 1gaz-e hogy a lanyok depresszidsabbak mint a fiak?
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A mérés soran az aldbbi eredményeket kaptuk:

Depresszids Nem depresszios
Lany 7 2
Fia 5 6

A Fisher-proba kiszamitasanak menete:
Megkeressiik a legkisebb cellagyakorisagot N (itt: Npmin = 2).
A legkisebb cellagyakorisdgot, és a hozza tartozé atlot 1épésenként 1-gyel csokkentve, a

masik atlot pedig 1-gyel novelve egyre ,,er0sebb” kereszttablakat allitunk eld, amig: nyi=0.
(Ha eredetileg nmin = 2 , akkor 3 1épésbdl all a szamitas.)

A mért gyakorisagokat tartalmazo tablabol indulunk ki, majd:
- aZ Nmin —hez tartozd diagonalis elemeit mindig 1-gyel csokkentjiik egészen 0-ig, ekdzben
- a masik 4tl6 elemeit 1-gyel noveljiik
- kiszamitjuk minden 1épésnél a P;-t

- addig ismételjiik a Iépéseket amig nmin —hez tartozo cella 0 lesz
- kiszamitjuk a P=P,+P,+P+...Py értéket, vagyis az egyes lépésekbdl szarmazo
valoszinliségek 0sszegét.

Y, Y, Sormarginalisok:
X a=7 b=2 ri=atb
Xz c=5 d=6 r2=c+d
Oszlopmarginalisok: | s;=at+c s;=b+d N=a+b+c+d

Az i-edik 1épésben a P;-valdsziniiség a kovetkezoképp alakul:

rlrtsls,!

Nlalb!c\d!

Vagyis minden 1épésnél ugy szamitjuk ki a P; -t ,hogy a marginalisok faktorialisainak
szorzatat elosztjuk a teljes elemszam, €s a cellankénti elemszdmok faktorialisainak

szorzataval.

A szamitas k+1 1épésbdl all:P=XP; = P=Py+P+P,+... Py

Lassuk a fenti adatokkal a szamitas menetét:

Py Alaphelyzet:
a=7 b=2 =9
c=5 d=6 =11
si=12 $=8 N=20
K 11X 12K 8!
Ox 11X 12X 8! _ 0132

0T JOKTK 2K SK 6!

P, Els6 1épés:

10
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a=8 b=1 =9

c=4 d= =11

si=12 $:=8 N=20
Ok 11k 12K 8!

b

LT 0N SK IKAKT!

P, Mésodik 1épés:
a=9 b=0 =9
c=3 d=8 =11
51212 Sz=8 N=20
- K 11Kk 12K 8! _ 0,001
20% 9k Ok 3k 8!

fgy: P = £P; =Py+P,+P,= 0,132 + 0,024 + 0,001 = 0,157
Azaz: p =0,157

Ez azt jelenti, hogy a nullhipotézist megtartjuk, vagyis a minta alapjan nem mondhatjuk azt,
hogy a lanyok depresszidsabbak lennének a fitikhoz képest.

A Fisher-proba és y’-proba futtatdsa R-ben:

Tabla <- matrix(c(7,2,5,6), 2, 2, byrow=TRUE)
rownames (Tabla) <- c('a', 'b')
colnames (Tabla) <- c('x', 'y')

Tabla
#fisher.test (Tabla, a="less") # egyoldali/alsd szignifikancia szint
#fisher.test (Tabla, a="two") # kétoldali szignifikancia szint

fisher.test (Tabla, a="greater")# egyoldali/felsd szignifikancia szint
chisg.test (Tabla, correct=FALSE)
remove (Tabla)

Elvi lehet6ség az R-ben, hogy ki lehet szamoltatni az als6 egyoldali-, és a kétoldali
szignifikancia szintet is, de a gyakorlatban ennek nincs jelentdsége.

R-Commanderrel:

Statistics / Contingency tables / Enter and analyze two-way table

Eredmény:

Fisher's Exact Test for Count Data

data: Tabla
p-value = 0.1569
alternative hypothesis: true odds ratio is greater than 1
95 percent confidence interval:
0.5762681 Inf
sample estimates:
odds ratio
3.895711

Pearson's Chi-squared test

11



Nemparaméteres eljarasok/1. (asszociacios mérdszamok nomindlis és ordinalis skalan)

data: Tabla
X-squared = 2.1549, df = 1, p-value = 0.1421

Amint lathato a y*- statisztika esetén “szignifikansabb” lett az eredmény, mert a Kis, és
kiegyenstlyozatlan elemszam miatt torzulas jelentkezik (masodfaju hiba). A torzulas mértéke
az elemszamok csokkenésével egyre nagyobb, ilyen esetben valoban csak a Fisher-proba az
ami jol hasznalhato.

Kappa (Cohen-féle k) egyiitthato

Nominalis valtozok egybehangziosagara alkalmazhaté asszociacios mérészam

Két nominalis valtozo (A és B) egyezését vizsgalja. Ha ugyanazt az eseményrendszert kétfajta
koédolassal (A-kodolds és B-kodolas) képezziik le, megvizsgéalhatd, hogy a két kodolas
kiilonbozik-e, vagy Iényegében ugyanaz. A modszert legtobbszor tesztek validitasvizsgalatara,
illetve kodolok (itészek, biralok) itéleteinek egybehangzosaganak vizsgélatara hasznaljuk.

Ho: a két kategorizacid (kodolas) egymastol fiiggetlen
H;: a két kategorizacié egybehangzik, a fiiggetlenségtdl pozitiv iranyban tér el

H,:A% B
H :4= B

Gyakorlati probléma:
- Van egy draga, hagyomanyos teszt (A), és egy Uj olcso eljaras (B). A két modszer ugyanazt a
jelenséget kivanja mérni. El kell donteni, hogy kivalthato-e az ij moédszerrel a régi?

Megoldasa:

A mérés soran ugyanazt a jelenséget (eseménysort) mindkét teszttel megmérjiik, majd
megvizsgaljuk, hogy a kétféle teszt altal adott kétféle kodolas (“diagnozis”) mennyire egyezik
meg. Egyezés esetén a kétféle kodbol eldallitott kontingenciatabldn, csak a féatloban lesznek
gyakorisagi adatok

Feltétel, hogy a kétféle mérésbol szdrmazo adatok (A és B) ugyanazt a kategoria-rendszert
adjak outputként (pl. Skizofrén, Neurotikus, Egészséges).

B-teszt
S N E
S 45 5 6
A-teszt N 10 70 3
E 7 5 56

Lathatjuk, hogy a kétféle mérés nagyjabol ugyanazt adja. Nem tokéletes az egybehangzosag,
de a f64tlo igen erds.

A probastatisztika kizdrdlag a kontingenciatibla féatléjaban levd tapasztalt- és a
fliggetlenség esetén varhato gyakorisagokra alapoz.

12
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ahol: P, = Zn p; és Pe= z" P Up.;
=1 i=1

vagy gyakorisagokkal:
0, [o,,
Ha: E,= ——"+
N
z Oii - En‘
Akkor: K = F——H
N-Y\ E

A mutato standard hibaja pedig (amit kézzel nem érdemes szdmolni):

ASE(k ) = 1

N(NZ-E 0, 10,.)’

N*S 0,00,+( 0.70.)"- Ny 0,00,,0, +0,)

A kappa egylitthatoé Iényegében azt méri, hogy a fliggetlenség allapotahoz képest, mennyire
erdsodik fel a kereszttablaban a f6atlo, azaz mennyire vag egybe a két kodold kategorizacioja.

A szamitogépes alkalmazasoknal egy Z-transzformalt

probastatisztikat alkalmaznak a

szignifikanciaszint megallapitasara (amely H, esetén aszimptotikusan standard normal

eloszlasn):

K
ASE(K )
A kappa-mutato értelmezése:
0-0,4-ig gyenge
0,4-0,6 kozepes
0,6-0,8 jo
0,8-1 kivalo
A Cohen-kappa kiszdmitdsa kézzel a fenti adatokkal:
Valtozok: B, B, B; |  Sormarginalis:
A, 45 5 6 56
As 10 70 3 83
As 7 5 56 68
Oszlopmarginalis 62 80 65 N=207

Tapasztalt gyakorisag a féatloban:

Y 0,745+ 70+ 56= 171
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Filiggetlenség esetén vart elméleti gyakorisag a féatloban:

Y E,* 26162 B30, 6863 . 1697+ 32,07+ 2135 = 70,19
207 207 207

igy a kappa értéke:

(= 171- 70,19 _ 100,81 _ 0.7368 ] bk s beh o et
207- 7019 13681 > ami1 egyebkent a ,,J0” egybehangzosagot jelenti

A Cohen-kappa mutatd az R-ben a ved-csomaghbol érhetd el:

library (vcd)
tabla<-matrix(c(45,5,6,10,70,3,7,5,56),3,3,byrow=TRUE)
is.matrix(tabla)

ckappa<-Kappa (tabla)

ckappa

Az eredmény pedig kissé hianyos:
value ASE

Unweighted 0.7368365 0.03986458

Weighted 0.7195975 0.09455902

fgy (a sulyozatlan x-ra ) a kétoldali szignifikancia szint kiszamitdsa: a ,hagyomanyos”
madszerrel torténik:

cohensig=2* (1-pnorm(0.7368/0.039))

cohensig

Vagy egyszerlibben, a szamok begépelése nélkiil:
cohensig=2* (1-pnorm(ckappaSUnweighted[1l] /ckappa$Unweighted[2]))
cohensig

Ennek értéke: p=0.000

Az eredmény azt mutatja, hogy a két teszt javarészt ugyanazt a jelenséget méri, jol egyezik a
kétféle eredmény. Ami azt jelenti, hogy az 0j és olcsobb (B) eljarassal elég jol helyettesithetd
arégi (A) modszer.

Lambda (Goodman-Kruskal-féle 1)
Nominalis valtozok predikcios jellegli kapcsolatanak vizsgalatara alkalmazhato
asszociacios mérészam

A PRE-elv (Proportional Reduction in predictive Error)

Két valtozo kapcsolatanak vizsgalatara alkalmazott, egyik legrégebbi alapelv az Y-valtozoban
(célvaltozo) tapasztalhato eldrejelzési hiba egy masik X-valtozo (prediktor) altali csokkentése.
A statisztikai probak zome erre az alapelvre vezethetd vissza. Lényege, hogy a két valtozorol
akkor gondoljuk, hogy 0Osszefiiggnek (pl. oksagi kapcsolat van kozottik), ha a
prediktorvaltozd értékeinek ismerete lényegesen (szignifikansan) csokkenti a célvéltozo
becslésének hibdjat. Az eddig ismert paraméteres probak (pl. Lin.Reg. , ANOVA)
0sszhangban vannak ezzel az elvvel, a Goodnam-Kruskal-féle A pedig tokéletesen bele is illik
a PRE-elv koncepcidjdba. Ha az X-véltozéval kapcsolatos a-paraméter szignifikdnsan
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csokkenti az Y becslési hibajat, ez altalaban azt jelenti, hogy a két valtozd Osszefiigg,
valamilyen értelemben, pl. az egyik valtozo (prediktor) befolyasol egy maésik valtozot
(célvaltozo).

Linearis regresszio példajan:

H,:Y =mt¢,

H Y. =btalX, +¢,

Nullhipotézis esetén, a legjobb becslés a célvaltozo (Y) atlaga. Ezzel szemben, akkor

fogadjuk el a Hj-et ha az ,,a” meredekségparaméter bevezetése (és az Yi-hez tartozd X;
értékeinek ismerete) szignifikansan csokkenti a becslési hibat.

Egyszempontos ANOVA példajan:

H,:Y.=mt¢,

H Y, =mtate,

Nullhipotézis esetén, a legjobb becslés a célvaltozo (Y) atlaga. Akkor fogadjuk el a Hi-et ha
az ,,a’ csoport-paraméter bevezetése (X; értékeinek ismerete) szignifikansan csokkenti a
becslési hibat.

Ha az alapelvet megértettiik, akkor kénnyen generalizalhatjuk egyéb, nomindlis valtozokra is:
Nominalis valtozok esetén a valtozd (B) legvaldsziniibb értékének legjobb eldrejelzése, a B-
valtozé mddusza, vagyis a leggyakoribb értéke. Ha ez a B-valtozo és egy masik, nominalis A-
valtozo fiiggvénye vagy kovetkezménye, akkor az A-valtozé értéke szerinti B-mdduszokbol
megbizhatobban lehet kovetkeztetni a B-értékekre, azaz csokken a B-re vonatkozé

elorejelzési hiba valdsziniisége.

Kérdés: Ha ismert a populacio, egy nominalis valtozo szerinti kategorizacioja (A), akkor
lehet-e kovetkeztetbi ugyanezen populdcio masik nominalis valtozojara (B).

Masképp: ha ismerem a populacio egyik kategorizaciojat, akkor ennek ismerete csokkenti-e
egy masik kategorizacio becslésének véletlen hibdjat?

A B-valtoz¢ eldrejelzési hibaja, ha a B-valtoz6 moduszaval becsliink:
})[hibaB]
A B-viltozo elérejelzési hibdja, ha ismerjiik az A-valtozo értékei szerinti B-moduszokat:

P

[hibaB|A]
Abszolut hibacsokkenés:
P[hibaB] - P[hibaB\A]
Aranyos hibacsokkenés:
PREB|A - P[hibaB] - P[hibaB|A]

[hibaB]
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P.n: a legnagyobb oszlopmarginalis valdszinlisége (B-modusz)
Pin: az i-edik sor legnagyobb elemének valoszintisége (soronkénti B-moduszok)

_a-P,)-0-YPR) YP,-P,
s 1- P, - 1-P

tm

Ugyanez a gyakorisagokkal kifejezve:
O.m: a legnagyobb oszlopmarginalis
Oin: az i-edik sor legnagyobb eleme

_ z Oim_0+m

A =
Bl4 N-0,

Azt fejezi ki, hogy milyen ardnyban csokken a B-valtozd eldrejelzési hibdja, ha ismerem
ugyanezen sokasag A-valtozobeli értékét is. A mutatd kozvetleniil méri az ardnyos
hibacsokkenés mértékeét.

Szemléletesebben: a sorvaltozo (A) mennyire hatarozza meg az oszlopvaltozo (B) értékét?

A szamitogépes alkalmazasoknal Z-transzformalt probastatisztikat alkalmaznak a
szignifikanciaszint megallapitasara:
/‘B
|4

A —
ASE( 5,)

A gyakorlatban, a lambda értéke mar néhany tized esetén is erds fliggést jelez

Korabbi példank kapcsan mar megallapitottuk, hogy a gyerek €s az apa tarsadalmi statusza
osszefiiggott (legalabbis a y* — statisztika ezt mutatta), arrol viszont nem kaptunk informaciot,
hogy ez a kapcsolat milyen irdnyt.

Feladat:

Az apa végzettsége befolyasolja-e a gyerek tarsadalmi statuszat, vagy forditva?
A-valtozo: Apa végzettség: 1= also, 2=kozép, 3=felsd

B-valtozo: Gyerek statusz: 1= also, 2=kozép, 3=felso

Adatok:
Gyerek (B):
B, B, B; py
Ay 30 50 30 110
Apa (A): A, 60 25 20 105
A; 55 45 90 190
P 145 120 140 N=405

A gyerekre nézve:

(504 60+ 90)- 145 _ 200- 145 55 _
g : - = 22 - 0211
405 - 145 405- 145 260

16




Kiraly Zoltan: Statisztika II.

Az apara nézve:
_(50+ 60+ 90)-190 _ 200-190 _ 10

) s = - = — = 0,046
405- 190 405-190 215

A kapott eredmények nem mondanak ellent a jézanésznek sem, mivel az apa statusza inkabb
meghatarozhatja a gyerek tdrsadalmi helyzetét, mint forditva.

Megjegyzés:
A Goodman-Kruskal-féle A-mutatd az R-programcsomagban még nincs implementalva.

Asszociacios méroszamok ordinalis valtozok esetén

Monotonitasi egyiitthatok:

- Goodman-Kruskal féle (gzamma)

- Kendall féle Tt T, T.(tau és tau b, ¢)
- Somers féle D

- Kendall-féle

- Spearman-féle rangkorrelacio

A fagylat-fogyasztasi preferencidkat vizsgaljuk a csoki €s a vaniliafagyalt esetén.
Kérdés: Mennyire szeretiOna ...... fagylaltot?
1. utdlom 2. megeszem 3. szeretem

Valtozok: X Y
Személyek: (csoki) | (vanilia)
A 1 2
B 2 3
C 2 2
D 3 2
E 1 2

A személyek X és Y valtozdjanak elemei kozott, ha minden elemet Osszehasonlitunk,
0sszesen:
N(N-1)
2
Ez 5 személy esetén 10 darab part/Gsszehasonlitast fog jelenteni.

darab elempart lehet képezni

Monoton kapcsolat szempontjabol a személyek kdzott megkiilonboztetiink konkordans (P) és
diszkordans (Q) , valamint kapcsolt (T) parokat is.

Definiciok:

P: Konkordans (egyiranyl) az olyan par, amelynél az egyik személy mindkét valtozojahoz
tartozo skalan magasabban rangsorol, mint a masik személy. Vagyis akkor monoton, ha X,>X;
esetén Y,>Y, is mindig fennall.

AB, BE
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Esetiinkben: P=2

Q: Diszkordans (forditott) az olyan par, amelynél a két személy mindkét valtozojaban
ellentétesen rangsorolt. Tehat: X,>X; esetén Y,<Y, is mindig igaz.

BD

Esetlinkben: Q=1

Tx: (csak az X-valtozoban kapcsolt (azonos) és Y valtozojaban eltérd par)
BC
Esetlinkben: T,=1

Ty: (csak azY-valtozoban kapcsolt és X valtozdjaban eltérd par)
AC, AD, CD, CE, DE
Esetiinkben: T,=5

A monotonitdsra vonatkozd mérdszamok nagy hasonldsdgot mutatnak, amennyiben a P-Q és
P+Q aranyat vizsgaljak kiillonbozo feltételek mellet. K6zos benniik az a torekvés, hogy a
mutato értékét a [-1, 1] tartomanyba szoritsak be.

Goodman-Kruskal féle I':

A gamma megmutatja, hogy mennyivel nagyobb a konkordans parok valdsziniisége a
diszkordans parok valdszinliségénél.

220
P+ Q
A gamma értéke az elobbi példaban:
e PP EE
P+Q 2+1 3

Kihagyja azokat az eseteket, ahol kapcsolt par (egyenldség) van, ezért csak a monoton
valtozoparokkal foglalkozik. Ertéke -1 és 1 kozott mozoghat, fiiggetlenség esetén nulla az
érteke. A I'=0 érték azonban csak a 2x2-es tablazat esetén jelent biztosan fiiggetlenséget.

Somers féle D:
Ez aszimmetrikus mérdszam. A Dxy) azt kérdezi, Y, €s Y kiilonbozdsége esetén X, €s X,
viszonya jelent-e monotonitdst. Ebben az értelemben X-t tekinthetjiik fiiggd valtozonak.

P-0 2-1 1
. D = = = —=0,25
Doaw: D pro+ T 2+1+1 4
Ha'Y a fliggd valtozo, akkor:
P-0 2-1 1
. D = = = —=0,125
Dovx: TPy Ty 24145 8
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A szimmetrikus valtozat a két aszimmetrikus D kozépértéke a képletben lathaté modon.

P-0 _ 2-1 _

1
D, . = z —

; ; . (sym)
Szimmetrikus D: Pt O+ Tx+2Ty 2114 1+25 6

= 0,166

Kendall féle T (Tau)
Ertéke azt fejezi ki, hogy mennyivel nagyobb a a konkorddns parok valoszinlisége a
diszkordans parokéhoz képest, ha az 6sszes lehetséges part figyelembe vessziik.

CL2AP-Q) 202-D 2

= = 0,1
N(N-1) S505-1) 20
;- [2(2n + 5)
' 9n(n-1)
Kendall féle 1, (Tau b)
I, P9 : 21 L <0177

TP 0 NPt Ot ) J2r1iD@2r1Es) Ja®

Ami egyébként a két aszimmetrikus Somers-féle D mértani kozepével egyenld, azaz:

T, = /Diyyy DDy, = 4/0,2500,125 = 0,177

Ertéke csak akkor érheti el a +1-et vagy -1-et, ha a tiblazat sorainak és oszlopainak szama
egyenlo.

Kendall féle t. (Tau c):
Ennek értéke mar barmilyen tdblazat esetén elérheti a +1-et vagy -1-et.

2m(P- Q) 2022-1)_ 4 _
2 =22 s T2 016
Nim-1)  5°0 25

Az ,,m” jelentése: a két valtozo értékkészlete (kereszttdblan: a sorok ill. oszlopok szdma)
koziil a kisebbik (itt: m=2).

Spearman-fele rangkorrelaciod

Ha két folytonos valtoz6 eloszlasa kiilonbozik, illetve sériil a normalitdsi kovetelmény, akkor
a két folytonos valtozo linearis kapcsolatara vonatkozd Pearson-féle (paraméteres) linearis
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korrelacios egylitthatd torzitott eredményt adhat. Ugyanis a Pearson-féle r-egylitthaté csak
intervallum skalan levé normalis eloszlast valtozokra hasznalhato.

n

Z (xi - x)(yi =)

i=1

JL )

i=

V=

Szdmunkra sokszor csak a két valtozo egylittvaltozdsa (monotonitdsa) a fontos: ha az egyik
nagyobb akkor a masik nagyobb kisebb vagy valtozatlan? Ekkor mar nem a valtozok konkrét
értékei fontosak, csak az egymashoz viszonyitott helyzetiik. Ebbdl az alapelvbdl kiindulva
sziilettek meg a rangsoroldson alapuld eljarasok. A rangsorolasos eljarasok lényege (Id.
késdbb is), hogy a szamitds nem a valtozok konkrét értékeivel torténik, hanem a rendezett
mintaban elfoglalt sorszammal (X; = helyett: Rang(X;) = rangszam). A rangsorolasos
eljarasok altaldban nem érzékenyek a normalitasi feltétel sériilésére, és a mintak eloszlasanak
kiilonbozdségére sem. Csak azt igénylik, hogy a valtozok legalabb ordindlis tipustiak
legyenek, ugyanis ez a rendezhetdség a rangszam-konverzod sziikséges €s elégséges feltétele.

A Spearman-féle rangkorrelacié alapelve:

- mindkét mintat rendezziik

- a rendezett mintak elemeihez rangszamokat rendeliink

- a rangszamokra szamoljuk ki a hagyoményos Pearson-féle (paraméteres) korrelaciot

Mindkét minta n-elemii
X : X1...Xs melynek r-kiilonboz6 értéke lehet
Y : yi...ynmelynek s-kiilonb6z6 értéke lehet

Mindkét minta elemeit rangsoroljuk:
X-rangsor: 1,2...r
Y-rangsor: 1,2...s

Az eredeti értékeket a rendezett mintabeli rangszdmokkal helyettesitjiik (rangszam-
konverzio):

X 9 Ri

Vi 2> S

Ezt kdvetden a konvertalt rangszdmokra alkalmazzuk a Pearson-képletet:

) (R - RXS, - )

i1

\/Z (R - By (5,- 5)°

Az asszociacios eljarasok koziil az R-ben egyeldre csak a Pearson-félr r, Spearman-féle rho,
¢s a Kendall-féle tau, érhetd el. Az eljarasok a cor.test() fiiggvénnyel futtathatoak.

Ty =

A sziikséges adatok (fagyipreferencia) bevitele a futtatashoz:
fagyi<-data.frame (X=c(1,2,2,3,1),Y=c(2,3,2,2,2))
attach (fagyi)
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A “hagyomanyos” Pearson-féle paraméteres korrelacio futtatasa R-ben:
cor.test (X,Y,method="pearson")

Eredmény:
Pearson's product-moment correlation

data: X and Y
t = 0.2335, df = 3, p-value = 0.8304
alternative hypothesis: true correlation is not equal to 0
95 percent confidence interval:
-0.8486951 0.9087566
sample estimates:
cor
0.1336306

A Spearman-féle nemparaméteres korrelacié (rho) futtatasa R-ben:
cor.test (X, Y, method="spearman")

Eredmény:
Warning in cor.test.default (X, Y, method = "spearman")
p-values may be incorrect due to ties

Spearman's rank correlation rho

data: X and Y
S = 16, p-value = 0.7833
alternative hypothesis: true rho is not equal to 0
sample estimates:
rho
0.186339

A Kendall-féle tau b asszociacios egyiitthato kiszamitasa R-ben:
cor.test (X,Y,method="kendall")

Az eredmény, pedig:
Warning in cor.test.default (X, Y, method = "kendall")
Cannot compute exact p-value with ties

Kendall's rank correlation tau

data: X and Y
z = 0.433, p-value = 0.665
alternative hypothesis: true tau is not equal to O
sample estimates:
tau
0.1767767

A Hmisc-csomagban talalhatd asszocidcios eljarasok:

Goodman—Kruskal gamma (Hmisc-csomagbol):
GKgamma<-rcorr.cens (X, Y, outx=TRUE)
GKgamma
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Nemparaméteres eljarasok/1. (asszociacios mérdszamok nomindlis és ordinalis skalan)

sig=2* (1-pnorm (GKgamma [2] /GKgamma [3]))
sig

A futtatas eredménye:

C Index Dxy S.D. n missing
0.6666667 0.3333333 0.5443311 5.0000000 0.0000000
uncensored Relevant Pairs Concordant Uncertain
5.0000000 6.0000000 4.0000000 0.0000000
Sig
Dxy
0.5402914

Somers' Dy asszociacios egylitthatd (Hmisc-csomagbol):
rcorr.cens (X, Y, outx=FALSE)

Vagy egyszeriibben:
DXY<-rcorr.cens (X, Y)

DXY
sigdxy=2* (1-pnorm (DXY[2]/DXY[3]1))
sigdxy

A futtatds eredménye:

C Index Dxy S.D. n missing
0.6250000 0.2500000 0.4145781 5.0000000 0.0000000
uncensored Relevant Pairs Concordant Uncertain
5.0000000 8.0000000 5.0000000 0.0000000
sigdxy
Dxy
0.5464936

A futtatas a valtozok cseréjével:
DYX<-rcorr.cens (Y, X)

DYX
sigdyx=2* (1-pnorm (DYX[2]/DYX[3]))
sigdyx

A futtatas eredménye:

C Index Dxy S.D. n missing
0.5625000 0.1250000 0.2359323 5.0000000 0.0000000
uncensored Relevant Pairs Concordant Uncertain
5.0000000 16.0000000 9.0000000 0.0000000
sigdyx
Dxy
0.59624106

Az eredményekbdl az tiinik ki, hogy a csoki €és vanilia fagyi kozotti preferencia enyhén
Osszefligg, mintha a vanilia szeretete inkdbb befolyasolna a csoki fagyi iranti preferencia
mértékét (Somers-féle: Dxy > Dyx), &m ez a kapcsolat nem szignifikans egyik irdny esetén
sem.
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