Kétszempontos variancia analízis
Az egyszempontos variancia-analízis során egy független változóval volt dolgunk. Ez azt jelentette, hogy a különböző csoportokat egy szempont (a példában a terápia módja) szerint rendeztük el. Ha a független változók száma kettőre nő, akkor kétszempontos variancia-analízisről beszélünk. Tekintsük a következő példát. 

Egy kísérletben azt vizsgálták, a szisztolés vérnyomás csökkentésében mennyire hatásos egy bizonyos gyógyszer ill. a bioffedback technika. A kísérlet 20 résztvevõjét 4 csoportba sorsolták, és az egyes csoportokat különbözõ kezelésben részesítették. Utána mindenkinek megmérték a vérnyomását. A következõ táblázat a kísérlet adatait tartalmazza:

	
	feedback és gyógyszer
	csak feedback
	csak gyógyszer
	egyik sem

	
	158
	188
	186
	185

	
	163
	183
	191
	190

	
	173
	198
	196
	195

	
	178
	178
	181
	200

	
	168
	193
	176
	180

	átlag
	168
	188
	186
	190

	szórás
	7.9
	7.9
	7.9
	7.9


Látható, hogy a csoportok itt nem egy, hanem két szempont szerint rendezõdnek el:

	
	
	biofeedback
	

	
	
	van
	nincs
	átlag

	gyógyszeres
	van
	168
	186
	177

	kezelés
	nincs
	188
	190
	189

	
	átlag
	178
	188
	183


Az egyes cellákban a csoportok átlagai láthatók. Egyelőre felejtsük el, hogy ezek minta-átlagok. Tegyünk úgy, mintha pontos populáció-átlagok lennének, azaz egyelőre ne foglalkozunk a mintában levő véletlennel. Vegyük szemügyre e négy szám viszonyát. Ha az egyes módszerek hatását azzal mérjük, hogy mennyivel csökkentik a vérnyomást, adódnak a következő kérdések: 

· Eltér-e a feedback hatása, ha volt gyógyszeres kezelés ill. ha nem volt?

· Eltér-e a gyógyszeres kezelés hatása, ha volt feedback ill. ha nem volt?
Ha a válasz igen, akkor azt mondjuk, a két kezelés hatása interakcióban van egymással.

Az első kérdésre a válasz a következő:

Gyógyszer mellett a feedback átlagosan 18-cal csökkenti a vérnyomást,

gyógyszer nélkül a feedback átlagosan 2-vel csökkenti a vérnyomást.

A második kérdésre ezt mondhatjuk:

Feedback mellett a gyógyszer átlagosan 20-szal csökkenti a vérnyomást,

feedback nélkül a gyógyszer átlagosan 4-gyel csökkenti a vérnyomást.

Tehát a populáció-átlagok fenti elrendezése esetén interakció áll fenn. 

Nézzünk két másik lehetséges elrendezést az átlagokra:

	2. eset
	f.b.
	n.f.b
	
	3. eset
	f.b.
	n.f.b

	gy.
	160
	190
	
	gy.
	200
	180

	n.gy.
	180
	210
	
	ngy.
	170
	210


A második esetben nincs különbség a gyógyszer hatásában, akár van feedback, akár nincs. Ez ekvivalens azzal, hogy a feedback hatása is ugyanaz gyógyszer mellett, mint gyógyszer nélkül. 

A harmadik esetben megint van interakció, de egészen más a jellege, mint az első esetben. Ott az egyes terápiák külön-külön alig fejtettek ki hatást, együtt annál inkább. Itt viszont gyengítik egymás hatását, külön-külön sokkal hatékonyabbak. Ha tehát van interakció, ennek jelentése még sokféle lehet. Az interakció értelmezésére később még visszatérünk. 

Ha nincs interakció, akkor tehát pl. a feedback hatása ugyanolyan gyógyszer mellett, mint gyógyszer nélkül (és egyben a gyógyszer hatása is ugyanolyan feedback mellett, mint nélküle). Ekkor van értelme azt kérdezni:

· Van-e a gyógyszeres kezelésnek vérnyomás csökkentõ hatása?

· Van-e a fedback-nek vérnyomás csökkentõ hatása?

Ezek a kérdések már ismerõsek az egyszempontos variancia-analízisbõl. Példaként a második eset adatait tekintsük, hiszen ott nem volt interakció. 

	2.
	f.b.
	n.f.b
	átlag

	gy.
	160
	190
	175

	n.gy.
	180
	210
	195

	átlag
	170
	200
	185


A gyógyszeres kezelésnek van hatása, hiszen átlagosan 20-szal csökkenti a vérnyomást:

(175 – 195). A feedback-nek is van hatása, hiszen átlagosan 30-cal csökkenti a vérnyomást: (170 – 200). 

Itt tehát arról van szó, hogy pl. a gyógyszer hatás-vizsgálata esetén együtt tekintjük azokat, akiknél feedback-et alkalmaztak és azokat, akiknél nem. Vagyis azoknak, akik gyógyszert kaptak, ”átlagosan” 175 a vérnyomásuk, míg a másik tíz ember átlagos vérnyomása 195. E két szám eltérése jelenti azt, hogy a gyógyszeres kezelésnek van hatása. 

Tekintsük meg az eddigi három példa átlagait grafikus formában:
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2. ábra
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3. ábra

A fenti ábrák nem mutatnak új dolgokat, de talán jobban érzékeltetik az eltérések jellegét. A 2. ábra azt az esetet mutatja, mikor nincs interakció. Ekkor az átalagokat összekötő szakaszok párhuzamosak egymással. Az első esetben (1. ábra) a két egyenes ugyanarra nő, tehát a megfelelő terápia mindkét esetben csökkenti a vérnyomást. Az interakció itt azt jelenti, hogy a két egyenes meredeksége eltérő. A harmadik esetben az egyenesek meredeksége ellenkező előjelű. Ez azt jelenti, hogy pl. feedback nélkül a gyógyszer hatásos, feedback-kel együtt alkalmazva azonban káros hatású.

Összefoglalva az eddigieket, a kétszempontos variancia-analízis vizsgálat menete a következő:

Megnézzük, van-e interakció?

Ha van, az interakció konkrét jelentését elemezzük (pl. egymást erősítő hatás, egymást gyengítő hatás, stb…)

Ha nincs, az egyes változók hatását vizsgáljuk (esetünkben a gyógyszer és a feedback hatását külön-külön). 

Mielőtt rátérnénk a tényleges vizsgálatra, maradjunk még egy kicsit az átlagok összefüggéseinél. Ahogy az egyszempontos esetben az mi értékeket kifejeztük m+ai alakban, az mij átlagok is felírhatók olyan összeg formájában, ami sokkal jobban megfelel céljainknak. Tekintsük előbb az interakció-mentes esetet. 
	m1,1 = 160
	m1,2 = 190
	m1. = 175

	m2,1 = 180
	m2,2 = 210
	m2. = 195

	m.1 = 170
	m.2 = 200
	m = 185


Ha adottak az mij  átlagok egy kétszempontos, interakciómentes elrendezésben, mindig felírhatók a következő alakban.
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Esetünkben ezt a következőképpen foglalhatjuk össze egy táblázatban:

	160 = 185 –10 –15
	190 = 185 –10 + 15
	
	 a1=175-185= -10

	180 = 185 +10 –15
	210 = 185 +10 + 15
	
	 a2=195-185=  10

	
	
	
	

	b1=170-185= -15
	b2=200-185=  15
	
	


Most nézzük a kezdeti példánkat, ahol volt interakció:

	m1,1 = 168
	m1,2 = 186
	m1. = 177

	m2,1 = 188
	m2,2 = 190
	m2. = 189

	m.1 = 178
	m.2 = 188
	m = 183


Ekkor az átlagokat a következő, bonyolultabb formában lehet felírni:
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Továbbra is igaz, hogy 
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A fenti paraméterek a konkrét értékekkel ezek lesznek.

	c11=168-177-178+183=  -4
	c12=186-177-188+183= 4
	
	 a1=177-183= -6

	c21=188-189-178+183= 4
	c22=190-189-188+183=  -4
	
	 a2=189-183=  6

	
	
	
	

	b1=178-183= -5
	b2=188-183=  5
	
	


A tényleges mij átlagokat a fenti paraméterekkel tehát így írhatjuk fel:

	m11=183-6-5-4=168
	m12=183-6+5+4=186
	

	m21=183+6-5+4=188
	m22=183+6+5-4=190
	


Kérdés, mire volt jó az átlagok eme felbontása? Mindhárom hatásnak (interakció, gyógyszer, feedback) megfelel egy tag az összegből:

· Interakció:
c11, c12, c21, c22 
(4, -4, -4, 4)

Azért volt interakció, mert 
(188-168) – (190-186) = 16,  vagy ami ugyanaz





(186-168) – (190-188) = 16 nem nulla.

Ezért a cij tagok a felelősek, hiszen (4 – (-4)) – ((-4)-4) = 16. Akkor nem lenne interakció, ha a cij tagok nullák lennének. 

· Gyógyszer:
a1, a2 


(-6, 6)

A két csoportátlag eltérése: 189 – 177 = 12 ami éppen a2 – a1 = 6-(-6).

Tehát a két gyógyszer-csoport átlagának eltérését mindig az ai tagok mutatják, akár van interakció, akár nincs. Ez az eltérés akkor nulla, ha az ai tagok nullák.

· Feedback:

b1, b2  


(-5, 5)

Hasonlóan a gyógyszer-hatáshoz, a feedback-hatást a bi tagok mutatják, hiszen

188-178 = 10 = b2 – b1 = 5 – (-5) . Tehát akkor van feedback-hatás, ha a bi tagok nem nullák.

Eddig úgy tekintettük az egyes csoportok átlagait, mintha populáció-átlagok lettek volna. Ez azt jelentette, hogy minden eltérés számított. Tehát pl. azt mondtuk, hogy nincs interakció az (a) táblázat átlagai esetén, de a (b) táblázat esetén már van.  

	160
	190
	
	160
	191

	180
	210
	
	180
	210


 


(a)




      (b)

A valóságban nem ismerjük a populáció-átlagokat, csak a minta-átlagokat, melyekben a véletlen is benne van, viszont a hipotéziseinket továbbra is a populáció-átlagokra fogalmazzuk meg. Ha tehát egy hipotézis bizonyos populáció-átlagok egyenlőségét jelentette, ezt akkor fogadjuk el, ha a megfelelő minta-átlagok sem térnek el “nagyon”. Hogy egy eltérés mikor nagy, azt a szignifikancia-érték fogja mérni. 

Ahhoz, hogy idáig eljussunk, fel kell írnunk a kétszempontos variancia-analízis modelljét. Miután az átlagokat már fel tudjuk írni összeg alakban, ez a modell majdnem készen van. Csupán azt kell hozzátennünk, hogy egy ember teszt-értéke nem más, mint a csoportjára jellemző populáció-átlag plusz a nulla átlagú hiba. Ha feltesszük még, hogy e hiba normális eloszlású csoportonként azonos szórással, a következő valószínűségi modellt kapjuk, mely láthatóan általánosítása az egyszempontos esetnek: 
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Az mi,j számokat átírva az előbb tárgyalt m+ai+bj+cij alakra a következõ, hasznosabb alakot kapjuk:







Az eijk értékek természetesen a hiba-tagok, vagyis az emberek tesztértékeink eltérése saját populáció-átlagaiktól. Ez tehát egy kétszempontos variancia analízis modell szempotonként 2-2 kategóriával, ami a kétszempontos variancia analízisek közül a legegyszerûbb. Az adatok a modell jelöléseinek megfelelõen így rendezhetõk el:

	
	van biofeedback
	nincs biofeedback
	marginális átlag

	
	x111=158
	x121=186
	

	
	x112=163
	x122=191
	

	van gyógyszer
	x113=173
	x123=196
	

	
	x114=178
	x124=181
	

	
	x115=168
	x125=176
	

	
	x11.=168
	x12.=186
	x.1.=177

	
	x211=188
	x221=185
	

	
	x212=183
	x222=190
	

	nincs gyógyszer
	x213=198
	x223=195
	

	
	x214=178
	x224=200
	

	
	x215=193
	x225=180
	

	
	x21.=188
	x22.=190
	x.2.=189

	
	x.1.=178
	x.2.=188
	x...=183


x11., x12., 

x21., x22.
a négy csoportátlag és egyben m11, m12, m21, m22 becslése.


x1..=177,
a gyógyszeres terápiákban résztvevõk átlaga, 
m1. becslése.

x2..=189,
a nem gyógyszeres terápiákban résztvevõk átlaga,
m2. becslése.

x.1.=178,
a feedback-ben részesültek átlaga,


m.1 becslése.

x.2.=188,
a feedback-ben nem részesültek átlaga,

m.2 becslése.

x... =183,
az összes résztvevõ átlaga,



m becslése.

A modell paramétereinek becslése a fentiek alapján könnyen megmondható. Emlékeztetőül pl. az ai paraméter az ai = mi. – m képlettel írható fel. Tehát ai  és hasonlóan bj valamint cij  becslése a következő lesz:
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Lényegében ezeket számítottuk ki korábban, mikor az átlagok felbontására adtunk példát. 

A variancia-analízis során inkább a hipotézis-vizsgálat kérdésfelvetése az érdekesebb, amely esetünkben a következő hipotéziseket jelenti:

· Van-e interakció a gyógykezelés és a biofeedback között?
Vagyis 

szignifikáns-e az eltérés a (168-186) és a (188-190)  között,
másszóval

szignifikáns-e az eltérés a (168-188) és a (186-190)  között?
· Van-e a gyógyszeres kezelésnek vérnyomás csökkentõ hatása?

Vagyis szignifikáns-e az eltérés a 177 és a 189  között?
· Van-e a biofedback-nek vérnyomás csökkentõ hatása?

Vagyis szignifikáns-e az eltérés a 178 és a 188  között?
A fenti három kérdés a modell paramétereinek nyelvére átfordítva a következõ képpen néz ki:

· 
H012:
c11 = c12 = c21 = c22 = 0
nincs interakció

 
H12:
H012 nem igaz

van interakció

· 
H01:
a1 = a2 = 0

a gyógyszeres kezelés hatástalan


H1:
H01 nem igaz

a gyógyszeres kezelés hatásos

· 
H02:
b1 = b2 = 0

a feedback hatástalan


H2:
H02 nem igaz

a feedback hatásos

Mindhárom hipotézishez tartozik egy-egy próbastatisztika, melynek elve ugyanaz, mint az egyszempontos esetben. Vagyis a számlálóban levő négyzetösszeg érzékeny a megfelelő hipotézisre, a nevező pedig a hipotézisekre érzéketlen csoporton belüli ingadozás. A kettő átlagolt hányadosa a próbastatisztika, amely H0 setén F eloszlású lesz a megfelelő szabadsági fokokkal.

Jelölje a megfelelő négyzetösszegeket NÖAB, NA, NB, NÖCSB, a négyzetösszegek szabadsági fokát pedig dfAB, dfA, dfB, dfCSB. Ekkor a próba-statisztikák a következők lesznek:

Interakciós hatás:
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Gyógyszer-hatás
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Feedback-hatás
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Az egyes hipotéziseket akkor utasítjuk el, ha a megfelelő próbastatisztika értéke túl nagy, azaz nagyobb a kritikus értéknél. 

A fenti négyzetösszegek értéke a konkrét esetben a következő lesz:

	
	NÖ
	df
	NÖ/df
	F érték
	szignifikancia

	Interakció
	320
	1
	320
	320/62.5 =   5.12
	P(F>5.12)   = 0.038

	Gyógyszer
	720
	1
	720
	720/62.5 = 11.52
	P(F>11.52) = 0.004

	Feedback
	500
	1
	500
	500/62.5 =   8.00
	P(F>8.00)   = 0.012

	Csoporton belüli
	1000
	16
	62.5
	
	


A fenti eredmények azt mutatják, hogy az interakciós hatás szignifikáns, tehát pl. a gyógyszer hatása szignifikánsan eltér akkor, ha van feedback és akkor, ha nincs. Vagyis a (188-168) szignifikánsan nagyobb, mint a (190-186). Tehát a gyógyszer szignifikánsan hatásosabb feedback mellett, mint nélküle. A paraméterek nyelvén úgy fogalmazhatunk, hogy a cij értékek (4, -4, -4, 4) szignifikánsan eltérnek nullától. 
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