6. fejezet

Statisztikák eloszlása, becslés

6.1 Minták transzformációjának alapvetô összefüggései

    Mielôtt a statisztikák eloszlásáról beszélnénk, a rend kedvéért tekintsünk át néhány olyan összefüggést, amin az emített eloszlásokkal kapcsolatos. Arról van szó, hogyan változik a minta átlaga és szórása, ha a mintához hozzáadunk egy számot ill. megszorozzuk egy számmal. Jelöljük a mintát a következô képpen:





 EMBED Equation.2  

Ekkor az alábbi jelöléseket használjuk:




és




Ekkor a következô igaz: 




Minden mintaelemhez hozzáadva egy a számot, az átlag is a-val növekszik.




Minden minta elemhez hozzáadva egy a számot, a szórás nem változik.




Minden mintaelemhez hozzáadva egy a számot, a szórásnégyzet nem változik.




Minden mintaelemet megszorozva egy a számmal,

az átlag is a-szorosára változik.




Minden mintaelemet megszorozva egy a számmal,

a szórás is a-szorosára változik.




Minden mintaelemet megszorozva egy a számmal,

a szórásnégyzet 

-szeresére változik

6.2 Statisztikák eloszlása

    Az eddigiek alapján tisztában vagyunk az eloszlás fogalmával és ismerünk konkrét, nevezetes eloszlásokat is (pl. binomiális, normális). Ezen fogalmakkal felvértezve fogalmazzuk meg újra azt a helyzetet, amikor a populációból mintát veszünk és megvizsgáljuk ôket bizonyos tulajdonságok szempontjából. A példa kedvéért legyen az egyik változó a kísérleti személy IQ-ja (lényegében folytonos) és a gyermekeinek száma (diszkrét).

Ekkor egy ember majdani kiválasztása és megmérése egy (véletlen) pszichológiai változó, hiszen az eredmény még nem ismert. Amikor kiválasztottuk az embert és megvizsgáltuk, azt mondjuk: az említett változó bekövetkezett, értéke pedig a kiválasztott ember IQ-ja ill. gyermekeinek száma. 

Hogy mit értünk egy diszkrét vagy egy folytonos változó  eloszlásán, a korábbiak alapján már világos: az egyes tartományok valószínűségét az eloszlás valószínűségeiből (diszkrét változó) ill. a sűrűségfüggvényből (folytonos változó) határozhatjuk meg. Ha populáció is van a háttérben - ami a pszichológiai statisztikában tipikus - felmerül a kérdés, pontosan mit is jelent az, hogy pl. a populáció IQ-jának  eloszlása normális 100-as átlaggal, 10-es szórással. Ez azért kérdés, mert a populáció bármilyen nagy is, mégiscsak véges, ezért az értékek eloszlása - amit a populáció hisztogramja szemléletesen mutat meg- mégsem olyan folytonos, mint egy sűrűségfüggvény esetében. Mégis, már többezres minta esetén is általában elég szép hisztogramot kapunk, mint pl. az alábbi két ábrán. A baloldali hisztogram 250 elemű, a jobboldali 1500 elemű minta, melyek független N(100,10) eloszlású változók bekövetkezett értékei. A két folytonos görbe az ábrákon azt mutatja, hogyan kellene kinézni a hisztogramnak, ha a gyakoriságok pontosan megfelelnének annak a normális eloszlásnak, melynek átlaga és szórása a minta átlagával és szórásával azonos. Látható, hogy 1500-as minta esetén a hasonlóság elég nagy. Visszatérve a kérdésünkre, egy populációról akkor szoktuk kijelenteni, hogy eloszlása az adott változóban N(100,10), ha a populáció - mint egy hatalmas minta - hisztogramja lényegében  ráilleszkedik az említett görbére, átlaga 100, szórása 10. Ezt persze csak közvetve igazolhatjuk, vagyis ha egy kellően nagy minta hasonlóan viselkedik. 
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Nem volt még eddig szó a változók várható értékéről, melynek intervallum skála esetén van értelme. Ha a változó mögött tényleges populáció van - ami a pszichológiai statisztikában gyakori - a várható érték és az adott változó pouláció átlaga ugyanaz. 

Ha nincs értelme populációról beszélni, (pl. pénzfeldobás), azaz ha a változónak csak az eloszlása ismert - a várható érték definíciója egy képlettel fogalmazható meg, bár ez kissé eltérő diszkrét ill. folytonos esetben. Ha a változó diszkrét, x1,x2, …, xn értékekkel és p1, p2, …pn valószínűségekkel, a várható érték :

                                          x1*p1+x2*p2+ … +xn*pn

Ha a változó folytonos, f(x) sűrűségfüggvénnyel, a várható érték a következő:
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Mindkét esetben ugyanarról van szó: a bekövetkezett értékek átlaga a várható érték körül fog ingadozni egyre kisebb hibával, ahogy a mintanagyság nő. 

Ha populáció van a háttérben, ez evidens: egyre több embert megvizsgálva, pl. a minta IQ ill. gyerekszám átlaga egyre kevésbé tér el az IQ ill. gyerekszám  populáció átlagtól, ami populációnyi minta esetén azonosságot jelent.

A mintavétel célja végülis az, hogy a populációra vonjunk le következtetéseket, ami általában azt jelenti, hogy az adott változó ill. változók populációbeli paramétereire kérdezünk rá. Ha ezen paraméterekre vonatkozóan semmilyen ismeretünk sincsen, értéküket a minta alapján tudjuk megbecsülni. Ezt a folyamatot becslésnek nevezik. Ennek módja  általában elég egyértelmű:

A populáció átlagát a minta átlagával becsülhetjük, a populáció szórását a minta szórásával, stb…. Azt a képletet, amivel becslünk, statisztikának nevezzük. Pl. a minta átlag is egy statisztika. 

Általában, ha egy statisztikával becslünk valamely populáció paramétert, e becsléssel kapcsolatban két kérdés merül fel. Az első arra vonatkozik, hogy a statisztika, mint véletlen érték várható értéke azonos-e a becslendő paraméterrel. Ha igen, azt mondjuk, az adott statisztika a szóban forgó paraméternek torzítatlan becslése.  Pl. a minta szórás képletében azért kell (n-1)-gyel osztani n helyett, hogy az torzítatlan becslése legyen a populáció szórásnak.

A második kérdés a becslés szórásával  kapcsolatos. Minél kisebb egy becslés szórása, annál biztosabbak lehetünk benne, hogy a becslendő paraméter és a statisztika értéke közel lesz egymáshoz. Általában a statisztikák olyanok, hogy elég nagy mintát véve, a statisztika szórásatetszőlegesen kicsi lesz. 

Végsô soron bármilyen statisztikáról van is szó, ha a mintából számítjuk, akkor tapasztalati értéknek nevezzük ( tapasztalati átlag, tapasztalati szórás, tapasztalati medián, ...) ha pedig a populációból, (mint óriás mintából), akkor populáció paraméternek. Ez utóbbi általában nem ismert és célunk ezen populáció paraméterek  minél pontosabb megközelítése a megfelelő, mintából számított statisztikával.

Példaként tekintsük az IQ-t és ennek  30 elemű minta átlagát. Képzeletben vegyük a populáció összes 30 elemû mintáját és mindegyiknek számítsuk ki az átlagát. Ekkor a sok átlag IQ egy óriási mintát ad, melynek hisztogramja megadja az 30 elemû minta átlag eloszlását e populáción. 

   E gigantikus minta átlaga lesz a  30 elemû minta átlagok várható értéke. 
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2.ábra

   A 2. ábrán ennek illusztrálására szolgál. Látható az IQ eloszlása a populáción: N(100,10). Látható még a 30 és a 300 elemű minta átlagok eloszlása is. Általában igaz, hogy a minta átlagok várható értéke maga a populáció átlag, vagy ami ugyanaz: az egyelemű minta átlagok várható értéke. Ha pedig a populáció szórása (, akkor az n elemű minta átlagok szórása :





 Az ábrából is látható, hogy mindhárom eloszlás várható értéke ugyanaz, de szórásaik nagyon különböznek. A 300 elemû minta átlag értéke - mint látható -szinte mindíg ott lesz a 100(2 tartományban. Ha tehát a 300 elemû minta átlag értéke 105, akkor sejtjük, hogy a popláció átlag sem lehet messze; nagy valószínûséggel 103 és 107 közé esik. 

  Miért érdekesek a statisztikák várható értéke és szórása? Azért, mert ezen statisztikák bekövetkezési értékeibôl tudunk következtetni a populáció megfelelô paramétereire. Legyen például a populáció egy paramétere a populáció átlag, jele m. Ezt az a statisztika közelíti jól, melynek várható értéke szintén m és szórása kicsi. A minta átlag, ha elég nagy a mintanagyság, éppen ilyen. Ugyanis várható értéke szintén m és szórása elég kicsi lesz, ha n elég nagy, hiszen a képlet nevezôjében ott van a 

. 

Akármilyen kicsi is azonban a becslésünk szórása, szinte biztos, hogy nem találja el a megfelelő populáció paramétert. Ezért a becslés értékéhez intervallumbecslést is szoktak adni, ami a nevéből is adódóan egy intervallum, a pontbecslésnek a kitágítása mindkét irányba. Ezt szokás  megbízhatósági- vagy más néven konfidencia intervallumnak nevezni.
Egy ilyen intervallum pl. a következô típusú kérdésre adja meg a választ: Melyik az a legszûkebb intervallum, melybe a populáció átlag 0.95 valószínûséggel benne van? Ekkor a populáció átlagra, mint paraméterre kértünk egy 0.95 szintû konfidencia intervallumot. Fontos megjegyezni, hogy  konfidencia intervallum tetszőleges populáció paraméterre számítható, nemcsak az átlagra, ez utóbbi csak, mint legegyszerűbb  példa  szerepel itt.
Anélkül, hogy nagyon belemennénk a részletekbe, magadjuk a 300 elemû minta átlagra a kérdezett 0.95 szintû intervallumot, melynek végpotjai:




Ha ennél is biztosabbra akarunk menni, kérhetünk 0.99 szintû konfidencia intervallumot is. Ennek végpotjai:




Itt az 1.96 és a 2.58 jelentése a következô:

P(-1.96<N(0,1)<1.96)=0.95

P(-2.58<N(0,1)<2.58)=0.99

   Látható, hogy minél biztosabban le akarjuk fedni az adott paramétert a konfidencia intervallummal, annál nagyobb intervallumot kell venni. Ezért egy bizonyos szint fölé már nem érdemes emelni a megbízhatósági szintet, mert az intervallum semmitmondóan naggyá válhat. Ezért általában 0.95 szintû intervallumot szoktak venni. A konfidencia intervallum nem mindig szimmetrikus, de a megfelelô pontbecslés mindig a belsejében található. Az SPSS a legtöbb eljárásnál számol konfidencia intervallumot is. Hacsak mást nem kérünk, 0.95 szinttel dolgozik.

populáció eloszlása


          N(100,10)





300 elemû minta átlag


eloszlása  N(100,0.58)





30 elemû minta átlag


eloszlása  N(100,1.8)
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