5.fejezet

Valószínûség eloszlások

Amikor kísérletet végzünk, általában elõre tudható, hogy milyen kimenetelek jöhetnek szóba. Ha ezeket a kimeneteleket számokkal kódoljuk, akkor szokás ezeket a kísérlet (a pszichológiai változó) lehetséges értékeinek nevezni. Az elõzõ fejezetben láttuk, hogy bizonyos kísérletek elõtt már lehet tudni, hogy az egyes értékeknek mennyi a valószínûsége. Ha pl. egy populációban a három népcsoport aránya 76 : 14 : 10, akkor egy ember véletlen kiválasztásánál az illetõ származásának három lehetséges értéke lehet, melyek valószínûsége - mint már említettük - 0.76, 0.14, 0.10. Ezek a számok azt mutatják meg, hogy az egységnyi valószínûség hogyan oszlik el a lehetséges értékek között. Amelyiknek "több jut", az valószínûbb (gyakrabban következik be), amelyiknek kevesebb, az kevésbé valószínû (ritkábban következik be). A fenti valószínûségek adják az változó eloszlását. Diszkrét változók esetén tehát azt mondhatjuk, egy változó eloszlását ismerni annyit jelent, mint ismerni annak lehetséges értékeit és a hozzájuk tartozó valószínûségeket. 

Egy változót akkor ismerünk tökéletesen, ha ismerjük annak eloszlását.  A gyakorlatban a vizsgált változó eloszlását általában nem ismerjük és a statisztika célja éppen az, hogy a minta alapján - némi hibával - az, hogy következtessen  az eloszlára.

Az eddigiek alapján azt gondolhatjuk, olyan sokféle eloszlás lehetséges, hogy ezek között képtelenség rendet tenni. Látni fogjuk azonban, hogy az adatokból nyert sürítmények (középértékek, szóródási mutatók, stb...) mint újabb változók eloszlása már sokkal rendezettebb képet mutat. Ez azt jelenti, hogy vannak olyan eloszlások, melyek gyakran visszaköszönnek, mondhatni központi jelentõségûek. Ezek között az egyik legismertebb az un. binomiális eloszlás.

Ez az eloszlás tehát nem kötõdik egy konkrét kísérlethez. Sok kísérlet vezet ugyanarra az eloszlásra. Nézzünk három kísérleti helyzetet, melyek binomiális eloszlásra vezetnek. Vegyük észre, mi a közös bennük.

1, Dobjunk fel egy érmét 4-szer egymás után és számoljuk meg, hányszor volt "írás".

2, Feltéve, hogy az emberek 50 %-a nõ ill. férfi, sorsoljunk ki a lakosságból 4 embert és számoljuk meg, hány nõt sorsoltunk ki.

3. Egy tesztben 4 kérdés van, igen-nel vagy nemmel lehet válaszolni. A kitöltõ nem tudja a válaszokat, csak tippelni tud. Számoljuk meg, hány helyes válasza volt. 

Ha a három kísérlet sorozat közös lényegét keressük, a következõt mondhatjuk:

Adott egy kísérlet, melynek során egy A esemény 0.5 valószínûséggel következik be. Ezt a kísérletet 4-szer végrehajtjuk és megnézzük, hányszor követlezett be az A esemény. Ennek száma binomiális eloszlású változó.

 Most, hogy tisztán látjuk, milyen kísérleti helyzetek vezetnek binomiális eloszláshoz, megadhatnánk magát az eloszlást is.

A lehetséges esetek könnyen megadhatók: 0,1,2,3,4. Ha pl. a 3. változatot tekintem, világos, hogy a találatok száma négy kérdés esetén ennyi lehet. Már csak ezek valószínûsége van hátra. Vagyis meg kell mondani, mennyi a valószínûsége, hogy véletlen tippelés esetén az illetõnek 0,1,2,3 vagy 4 találata lesz.

Ehhez tekintsük át, hány féle képpen adható meg a 4 válasz:
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1.ábra

Hogy alkalmazzuk az elõzõ fejezetben tanultakat is, vegyük észre, hogy a kísérlet sorozatnak 16 különbözõ kimenetele lehet, melyek diszjunkt események. Az elsõ ezek közül a táblázat elsõ sora, amikor 4 jó válasz van. Ennek valószínûsége 1/16, ami kétféle képpen is felfogható. Kevésbé precízen azt mondhatjuk, hogy mind a 16 lehetõség egyenrangú, tehát egyenlõen valószínûek, amibõl az 1/16 már következik. Korrektebb, ha úgy fogalmazunk, hogy a jó-jó-jó-jó esemény az négy független esemény metszete, ezért valószínûsége ezek szorzata. 

Minket persze az olyan események érdekelnek, hogy pl. "a találatok száma 3". Ez négy diszjunkt esemény uniója, tehát valószínûsége 4/16=1/4. Hasonlóan mind az öt lehetõség (0,1,2,3,4) valószínûsége magadható, mint ahogy a táblázat utolsó oszlopában meg is van adva.

Ezek alapján már bonyolultabb események valószínûségét is megadhatjuk. Például mennyi a valószínûsége, hogy a találatok száma legalább 3, vagyis 0 vagy 1 vagy 2 vagy 3? A válasz egyszerû: 1/16+4/16+6/16+4/16=15/16, hiszen diszjunk események uniójáról van szó.

Ha megnézzük a binomiális eloszlás definícióját, két számot is találunk benne: a 0.5-öt és a 4-et. Jól érezzük, hogy ezek önkényes értékek, majdnem bármi lehetne helyettük. A példánknál maradva, 4 kérdés helyett lehetne akár 10 is, és a jó válaszok száma akkor is binomiális eloszlást követne, csak az egy másik binomiális eloszlás lenne, ahol a lehetséges értékek 0-tól 10-ig terjednének. Az elsõre azt mondjuk, hogy binomiális eloszlás 0.5 és 4 paraméterrel, a másodikra pedig, hogy binomiális eloszlás 0.5 és 10 paraméterrel. Az utóbbi eloszlásás valószínûségeit már nem számoljuk ki, mert az elv ugyanaz, csak több munkával jár. Bizonyára érezzük, hogy akár 4, akár 10 a második paraméter, az eloszlás szimmetrikus lesz, mert a valószínûség 0.5. Ha ezt is megváltoztatjuk, akkor válik az eloszlás asszimetrikussá. Maradjunk a kiinduló példánál, ahol 4 kérdés van, de a lehetséges válaszok száma 4, amibõl csak egy jó. Ekkor tippelés esetén a jó válasz valószínõsége 0.5 helyett 0.25, az eloszlás pedig így alakul:

a jó-jó-jó-jó válasz-sorozat valószínûsége: 1/4( 1/4(1/4(1/4=1/256

a jó-jó-jó-rossz válasz-sorozat valószínûsége: 1/4( 1/4(1/4(3/4=3/256

a rossz-rossz-rossz-rossz válasz-sorozat valószínûsége: 3/4( 3/4(3/4(3/4=27/256

Hasonlóan bármely sorozat valószínûsége megadható, és a lehetõségek össze-számlálása után ez az eloszlás is meghatározható. Ezt sem számítjuk most ki. 

Látható tehát hogy az elsõ paraméter 0 és 1 között változhat, a második pedig bármilyen pozitív egész szám lehet. Az elsõt p-vel, a másodikat n-nel szokták jelölni, magát az eloszlást pedik B(p,n)-nel. Ahány ilyen számpár, annyi binomiális eloszlás van. p és n ismeretében mindíg kiszámíthatóak az eloszlás valószínûségei, de táblázatokban is megtalálhatók.Nézzük most néhány konkrét binomiális eloszlás grafikus ábrázolását, ahol a valószínûségeket oszlopok hossza szemlélteti.
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2.ábra

Egy diszkrét változó eloszlását tehát megadhatjuk úgy, hogy felsoroljuk a lehetséges értékeit és a hozzájuk tartozó valószínűségeket. Pl. A legelső, B(4,0.5) eloszlás a következő:

	x
	P(x=i), i=0,1,2,3,4
	P(x<=i), i=0,1,2,3,4

	0
	0.0625
	0.0625

	1
	0.25
	0.3125

	2
	0.375
	0.6875

	3
	0.25
	0.9375

	4
	0.0625
	1.00



Ha a változó legalább ordinális, akkor érteémes – és gyakran hasznos – megadni az eloszlás kumulatív alakját, ami az előzővel teljesen egyenértékű. Itt az adott értékhez nem annak valószínűségét adjuk meg, hanem a legfeljebb akkora érték valószínűségét. Tehát pl. az eredeti eloszlásban 2-nél 0.375 szerepel, ami a 2-es érték valószínűsége. A kumulatív eloszlásban a 2 mellett 0.6875 szerepel, ami a legfeljebb 2 valószínűsége, vagyis 0.0625+0.25+0.375 = 0.6875. A fenti eloszlások kumulatív alakjának grafikus ábrázolása alább látható.
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Korábban volt már róla szó, hogy nemcsak diszkrét változók vannak, mint például ez elõbbiek, hanem folytonosak is. Itt a lehetséges értékek nem sorolhatók fel, mert bármilyen értéket felvehetnek a számegyenesen vagy annak egy szakaszán. Ez esetben a valószínûségek sem adhatók meg felsorolással, hiszen az egységnyi valószínûség “szétfolyik” a számegyenesen, vannak valószínûbb és kevésbé valószínû szakaszok. Tehát nem egyes értékek valószínûségérõl beszélünk, hanem pl. azt mondjuk, 0.3 annak valószínûsége, hogy a változó értéke 10 és 11 közé esik.

 Ilyenkor egy görbével írható le az eloszlás, ahol egy szakaszra esés valószínûségét a görbe alatti terület adja meg. Az ilyen görbét nevezzük az eloszlás sûrûségfüggvényének. 

Természetesen sokféle görbe létezik, és így sokféle eloszlás is. A legismertebb és egyben a legfontosabb az un. “normális eloszlás”. A görbét, amely ezt az eloszlást megadja, szokás Gauss-görbének vagy harang-görbének is nevezni.Mint az alábbi ábrákból is látható, szimmetrikus görbérõl van szó.

Nagyon sok mérhetõ jelenség van, melynek eloszlása kis hibával normálisnak tekinthetõ. Ez egy olyan törvényszerûség, melyet a valószínûségszámítás elmélete is alátámaszt. Lényegében azt modja, hogy minél több véletlen jelenség összegzõdéseként áll elõ egy változó,eloszlása annál jobban hasonlít a normális eloszlásra. Korrekt formában ezt az un. “centrális határeloszlás tételek” mondják ki. 
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3.ábra

Ahogy binomiális, úgy a normális eloszlásnál is igaz: nem egy, hanem sok normális eloszlás van, tehát ez is egy eloszlás család. Ha egy görbét “eltolunk” jobbra vagy balra, attól az még normális eloszlású marad. Ezenkívül ha karcsúsítjuk vagy laposítjuk, akkor is normális eloszlást kapunk. A fenti ábra négy sûrûségfüggvénye erre ad példát. Egy normális eloszlást tehát két paraméter ír le:


1, hol a közepe, 


2, mennyire karcsú.

Az elsõ az átlagnak felel meg, a második a szórásnak. Mivel azonban eddig csak a minta átlagáról és szórásáról beszéltünk, ez némi magyarázatra szorul. 

Ha azt mondjuk, hogy egy populációban pl. a testmagasság normális eloszlású, azon azt értjük, hogy tetszõleges magasság-tartományba esõ emberek populációbeli aránya éppen az adott tartomány valószínûsége a megfelelõ normális eloszlás szerint. Ez azt jelenti, hogy ha az egész populációról készítenénk egy hisztogramot, akkor ennek alakja - kis eltéréssel - olyan lenne, mint a normális eloszlás sûrûségfüggvénye. Vegyük észre, hogy ez lényegében ugyanaz, mint amikor diszkrét esetben százalékok helyett valószínûségeket mondtunk. 

Ha tehát egy eloszlás átlagáról vagy szórásáról beszélünk, ez alatt a populáció átlagát és szórását értjük, feltételezve, hogy az adott változó populáció-hisztogrammja (kis eltéréssel) éppen az adott sûrûségfüggvényt formálja meg.

A sok normális eloszlás között van egy, amely kitüntetett szerepet játszik: amelynek 0 az átlaga és 1 a szórása. Ezt szokás standard normális eloszlásnak is nevezni. Most nézzük meg, hogy a populációról standard eloszlást feltételezve, mennyire hasonlítanak a hisztogramok a sûrûségfüggvényre. Ezt számítógépes szimulációval érjük el, ami az emberek véletlen kiválasztását helyettesíti

	


	



	


	




4.ábra

Ezek után ismerkedjünk meg a statndard normális eloszlással. Az egyes szakaszok feletti területek nagyságát, vagyis az adott szakaszokra esés valószínûségét ki lehet számítani (nem nekünk kell megtenni). A következõ ábrán ilyen valószínûségek láthatók. Ha tehát egy populáció valamilyen ügyességi játékban mérhetõ értéke standard normális eloszlású, akkor a következõ két dolog ugyanazt jelenti:

- Annak valószínûsége, hogy egy véletlenül választott ember ügyességi értéke 0 és 1 közé esik, 0.34.

- A populációnak  34 %-a rendelkezik 0 és 1 közötti ügyességi értékkel. 

A többi értékre ugyanaz érvényes. Akár az eddig tanultakra gondolunk, akár ösztöneinkre hagyatkozunk, látható, hogy olyan valószínûségeket is megkaphatunk, amelyek nincsenek felírva. Például:

A (-1,1) intervallum valószínûsége 0.34+0.34=0.68

A (0,2) intervallum valószínûsége 0.34+0.14=48




5.ábra



6.ábra
Ezeket az információkat a 6.ábráról is leolvashatjuk, csak kicsit másképp. Az "S" alakú görge az un. eloszlásfüggvény. Ennek bizonyos értékeit táblázatba is foglalták, melynek használata a számítástechnika korában is szükséges idõnként (lásd alul). 

Most, hogy elég jól ismerjük a standard normális eloszlást, felmerül a kérdés: mi a helyzet a többi normális eloszlással? 

Tegyük fel, hogy az emberek teljesítménye egy ügyességi tesztben közelítõleg normális eloszlású 90-es átlaggal és 5-ös szórással,vagyis N(90,5) eloszlású. Adott egy ember, aki 98 pontot ért el. Kérdés, ez mennyire jó teljesítmény? Azaz, az emberek hány %-a tud ennél jobbat nyújtani? Hogy ezt meg tudjuk mondani, teljesítményét standardizálni kell. Ez azt jelenti, hogy levonjuk belõle a populáció átlagát, majd elosztjuk a szórásával. Tehát a kapott érték:

(98-90)/5=1.8

Ezután az 1.8-at összevetjük a standard normális eloszlással. Ezen eloszlás mellett annak valószínûsége, hogy 1.8-nál nagyobb érték következik be, 1-0.964=0.036. Tehát a 98 pont olyan eredmény, melynél a populációnak kb. 3.5 %-a szerezne többet. 

Előforduló fogalmak:

Eloszlás, diszkrét eloszlás, folytonos eloszlás, sűrűségfüggvény, eloszlásfüggvény, binomiális eloszlás, normális eloszlás, standard normális eloszlás, Gauss-görbe, harang görbe

A standard normális eloszlás eloszlásfüggvényének táblázata
	x
	p
	x
	p
	x
	p

	-3.00
	.001
	-.90
	.184
	1.20
	.885

	-2.90
	.002
	-.80
	.212
	1.30
	.903

	-2.80
	.003
	-.70
	.242
	1.40
	.919

	-2.70
	.003
	-.60
	.274
	1.50
	.933

	-2.60
	.005
	-.50
	.309
	1.60
	.945

	-2.50
	.006
	-.40
	.345
	1.70
	.955

	-2.40
	.008
	-.30
	.382
	1.80
	.964

	-2.30
	.011
	-.20
	.421
	1.90
	.971

	-2.20
	.014
	-.10
	.460
	2.00
	.977

	-2.10
	.018
	.00
	.500
	2.10
	.982

	-2.00
	.023
	.10
	.540
	2.20
	.986

	-1.90
	.029
	.20
	.579
	2.30
	.989

	-1.80
	.036
	.30
	.618
	2.40
	.992

	-1.70
	.045
	.40
	.655
	2.50
	.994

	-1.60
	.055
	.50
	.691
	2.60
	.995

	-1.50
	.067
	.60
	.726
	2.70
	.997

	-1.40
	.081
	.70
	.758
	2.80
	.997

	-1.30
	.097
	.80
	.788
	2.90
	.998

	-1.20
	.115
	.90
	.816
	3.00
	.999

	-1.10
	.136
	1.00
	.841
	  
	 

	-1.00
	.159
	1.10
	.864
	 
	 


A binomiális eloszlás kumulatív formája bizonyos n-ek és p-k esetén
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