4. fejezet

Valószínûségszámítási alapfogalmak

          Röviden összefoglalva a statisztikai elemzésrôl eddig a következôket tudtuk meg: 

A cél egy populáció bizonyos mérhetô tulajdonságainak a vizsgálata és ezek összefüggéseinek a feltárása. Ez úgy történik, hogy kiválasztunk egy mintát, mely a populáció kis részét teszi ki, és itt adatokat gyûjtünk (mérünk, kérdezünk, stb...) a minket érdeklô tulajdonságokkal kapcsolatban. A kapott adatokat értékeljük és ezek alapján következtetést vonunk le az említett tulajdonságokkal kapcsolatban a populáció szintjén. Ennek tipikus példája egy közvélelemény kutatás, ahol a megkérdezettek (minta) válaszaiból következtetünk az országos helyzetre (a populáció véleményének megoszlására).


Ezidáig már szemügyre tudjuk venni a minta-adatok megoszlását és ki tudunk számítani olyan jellemzôket (pl. középértékek, szóródási mutatók), melyek a minta és a populáció jellemzésének alapját képezhetik. Arról azonban még nem esett szó, hogyan kell a mintával kapcsolatos ismeretinket átvinni, kivetíteni a populációra. Ilyenkor állításainkba óhatatlanul bekerül a tévedés lehetôsége, és ha már ott van, ezt tudatosan kezelni kell. Ennek pedig az a módja, hogy felhasználjuk a valószínûségszámítás fogalmait is és így állításaink is árnyaltabbak lesznek, hiszen szótárunkba bekerül az esély vagy tudományosabban a valószínûség kifejezés.


Valójában mindannyian hasonló helyzetben vagyunk, amikor tapasztalataink alapján véleményt alkotunk a legkölönbözôbb dolgokban, hiszen olyan általánosításokat teszünk, melyeknek igazságában mi sem vagyunk teljesen biztosak. Ha pl. egy étteremben egy-két alkaommal lassú a kiszolgálás, nem idegen tôlünk azt gondolni, hogy ez mindíg így van és ennek megfelelôen többé nem megyünk oda. Nem szoktuk mérlegelni annak az esélyét, hogy esetleg betegségek vagy beset miatti létszámhiány okozhatta a problémát. Ehhez természetesen jogunk van, de a tudományos kutatás azért nagyobb alaposségot követel.


Hogy az ilyen és ennél méginkább szakmába vágó problémákkal kapcsolatban jó kérdéseket tehessünk fel és meg is válaszolhassuk ôket, mint már jeleztük, meg kell ismerkednünk néhány, a véletlennel kapcsolatos alapfogalommal. Idézzük fel az elsô fejezet példáját, ahol 6 elemû mintánk volt három változóval.

	
	nem
	családi állapot
	közérzet

	1.ember
	nő
	egyedüálló
	3

	2.ember
	férfi
	családos
	3

	3.ember
	férfi
	egyedüálló
	3

	4.ember
	nő
	elvált
	2

	5.ember
	férfi
	özvegy
	1

	6.ember
	nő
	családos
	2



Azt mondjuk, hogy egy ember véletlenszerû kiválasztása majd kikérdezése egy kísérlet, melynek során mindegyik változónak bekövetkezik valamilyen értéke. Itt most pl. az elsô kísérletben az elsô változó esetén a “nô” következett be, a másodikban az “egyedülálló”, míg a harmadikban az “5”. Talán kissé magyartalannak érezzük ezt a fogalmazást, de ha majd mindent számokká kódolunk át, ez valószínûleg nem fog zavarni minket. Az egyes változók esetén különbözô eseményeket definiálhatunk, melyek az egyes kísérletek során vagy bekövetkeznek, vagy nem. Tekintsünk példát eseményre mindhárom változó esetén:

1. esemény:
az illetô nô 

2.esemény:
az illetô egyedülálló

3.esemény:
az illetô közérzetének értéke legalább 2


Az elsô esemény a hat kísérlet során 3-szor következett be, a második 2-szer, míg a harmadik 5-ször. Az esemény fogalma azért fontos, mert az egyes kísérletek kimenetelét úgy ragadjuk meg, hogy bizonyos események bekövetkeztek, bizonyosak nem. A véletlen pedig úgy kerül be a képbe, hogy események valószínûségérôl fogunk beszélni. 


Mit értsünk egy esemény valószínûségén? Ha felszállunk egy vonatra, valószínûnek érezzük, hogy jönni fog a kalauz és nem érezzük valószínûnek, hogy UFO-t látunk majd az ablakból. Ennek megfelelôen nem lepôdunk meg, ha jön a kalauz és nagyon meglepôdünk, ha feltûnik néhány UFO. Ha pedig rulettezünk, nem lepôdünk meg, ha 30 játékból 15 piros és 15 fekete, de annál inkább elcsodálkozunk, ha 30-szor nyer a piros. Anélkül, hogy pontosan értenénk, ösztönösen érezzük az esélyeket. Célunk az, hogy számolni is tudjunk ezekkel az esélyekkel.


Ha egy kísérletet azonos körülmények között elvégzünk 100-szor és 35 esetben bekövetkezik egy bizonyos esemény, akkor azt mondjuk, az esemény relatív gyakorisága e kísérlet sorozatban 35/100. Ez az érték egy újabb 100-as sorozat esetén persze ritkán lesz ugyanaz.  A tapasztalat azonban azt mutatja, hogy a relatív gyakoriság egyre hosszabb kísérletsorozatok esetén egyre kevésbé ingadozik egy bizonyos szám körül. Ezt a számot nevezzük az adott esemény valószínûségének, mely a definícióból adódóan 0 és 1 közé esô szám. Ha a valószínûség 0, akkor az adott esemény “szinte soha” nem következik be, ha pedig 1, akkor “szinte mindíg”. 

 Pénzfeldobások esetén ez azt jelenti, hogy egyre többször feldobva az érmét, az írások aránya egyre közelebb kerül az 1/2-hez, vagyis az 50 %-hoz. A legtöbb ember azonban tapasztalattól függetlenül is rájön arra, hogy a fej és írás egyformán valószínû és innen már némi intuícióval eljuthat odáig, hogy mindkettô valószínûsége egyaránt 1/2. Ezzel ekvivalens az a helyzet, ha kisorsolunk valakit egy populációból, ahol a nôk és férfiak aránya 50-50 %. Senkit sem lep meg, hogy annak az eseménynek a valószínûsége, hogy nôt választunk, éppen 1/2. Ugyanígy egy férfi választásának is 1/2 a valószínûsége. Most bonyolítsuk meg a dolgot annyiban, hogy a populációban 30% a nô és 70% a férfi. Ekkor annak valószínûsége, hogy nôt választunk 3/10 lesz, míg egy férfira 7/10 valószínûséggel esik a választásunk. Ha esetleg nem is jutna eszünkbe ezt így megfogalmazni, valószínûleg ez utóbbi állítás is természetesnek tûnik az olvasó számára. 


Akinek a fenti állítások nem okoztak meglepetést - és az olvasó is bizonyára közéjük tartozik -  elmondhatja, hogy ösztönösen alkalmazza a valószínûségszámítás alapvetô összefüggéseit. Ezután már nincs is más dolgunk, mint ismertetni néhány fogalmat és formába önteni  az említett összefüggéseket. Az egyszerûség kedvéért az eseményeket vastag nagy betûkkel fogjuk jelölni.

Esemény komplementere(tagadása)

Az A esemény komplementere akkor következik be, ha A nem következik be.

Az A komplementerét általában így jelölik: A

Események metszete

A és B események metszete az az esemény, mely akkor következik be, ha A és B is bekövetkezik. A és B metszetének jelölése: A ( B . Szokás így mondani: A és B. Példa:
A: az illetô elégedettségi értéke nagyobb, mint 2

B:az illetô elégedettségi értéke kisebb, mint 5

A ( B: az illetô elégedettségi értéke 3 vagy 4

Események uniója

A és B események uniója az az esemény, mely akkor következik be, ha legalább az egyik bekövetkezik. Jelölése: A ( B. Szokás így mondani: A vagy B  (itt nem kizáró a vagy ). Példa:

A: az illetô elégedettségi értéke 1 és 3 között van

B: az illetô elégedettségi értéke 2 és 5 között van

A ( B: az illetô elégedettségi értéke 1 és 5 között van

Diszjunkt (egymást kizáró) események

Két esemény akkor diszjunkt, ha az egyik bekövetkezése kizárja a másik bekövetkezését. Példa:
A: az illetô nô

B: az illetô férfi

 Másik példa:

A: az illetô elégedettségi értéke kisebb, mint 4

B: az illetô elégedettségi értéke nagyobb, mint 4

Ekkor A és B diszjunkt események.

Diszjunkt események metszete mindíg üres. 

Események valószínûségét a P jelöli, vagyis egy A esemény valószínûsége P(A) .

P(A) mindig 0 és 1 közé esô szám, azaz 0 ( P(A) ( 1.
Ha az A és B eseményt függetlenek, akkor 

P(A ( B) = P(A) ( P(B)

Szavakkal elmondva: a két esemény metszetének valószínûsége egyenlô a két esemény valószínûségének szorzatával. Több esemény esetén ugyanez a helyzet:

P(A ( B ( C )= P(A) ( P(B) ( P(C)

Két esemény függetlenségén azt értjük, hogy nincs közük egymáshoz. Pontosabban fogalmazva, az egyik bekövetkezésébôl  nem jutunk semmi információhoz a másik valószínûségével kapcsolatban.


Tekintsünk egy példát,mikor a két esemény független:

A1: a kiválasztott kísérleti személy sok fagylaltot eszik
B1: a kiválasztott kísérleti személy látott már szivárványt

A tudomány mai állása szerint a két esemény, azaz A1 és B1 független egymástól, hiszen ha tudom az illetôrôl, hogy szereti a fagylaltot, ez se nem csökkenti, se nem növeli annak valószínûségét, hogy látott már szivárványt. Fordítva ugyanaz a helyzet.


Most nézzünk példát két olyan eseményre, melyek nem függetlenek:

A2: a kiválasztott kísérleti személy sok fagylaltot eszik
B2: a kiválasztott kísérleti személy cukorbeteg


A két esemény, azaz A2 és B2 nyilván nem független, hiszen ha valakirôl tudjuk, hogy cukorbeteg, ez csökkenti annak esélyét, hogy sok fagylaltot eszik.  

Feltételes valószínûség

P(B|A), azaz a feltételes valószínûség azt jelenti, “B valószínûsége, feltéve, hogy A bekövetkezik”. Másként mondva B-nek A-ra vonatkozó feltételes valószínûsége. 

Kiszámítása az alábbi módon történik:

P(B|A) = P(A ( B) / P(A)






(()

Ha az A és B események függetlenek, akkor a B-nek A-ra vonatkozó  feltételes valószínûsége maga a B esemény valószínûsége, azaz

P(B|A) = P(A ( B) / P(A) = P(A) ( P(B) / P(A) = P(B)
Ha a két vagy több esemény nem független, akkor a metszet valószínûségét a feltételes valószínûséggel is fel lehet írni, ami a fenti (() definícióból könnyen adódik, ha mindkét oldalt megszorozzuk P(A) - val. Vagyis:

P(A ( B) = P(B|A) ( P(A)

Mire jó ez a feltételes valószínûség? Van amikor az értéke ismert és segítségével számíthatjuk ki két esemény metszetének  valószínûségét. Máskor éppen a feltételes valószínûség meghatározása érdekes. Késôbb mindkettôre látunk majd példát.  

Események uniójának valószínûsége:  

P(A) = 1 – P(A)

Események uniójának valószínûsége:  

P(A ( B) = P(A) + P(B) - P(A ( B)

Ha az események diszjunktak, akkor a metszet eltûnik és a képlet egyszerûbb lesz:

P(A ( B) = P(A) + P(B)  
A fentiek összefoglalásaként nézzünk egy példát. Az alábbi adatok egy valós vizsgálatból származnak, amelyben az USA-beli vegyes házasságokat vizsgálták különbözô népcsoportok között. 
A egyes népcsoportok aránya az USA-ban becslések alakján a következô:

fehér: 76%
fekete: 14%
egyéb: 10%

Mit jelent ez a valószínûség nyelvén megfogalmazva? Az egyszerûség kedvéért a lehetséges eseményeket jelöljük betûkkel:

A: az illetô fehér lesz

B: az illetô fekete lesz

C: az illetô “egyéb” származású lesz

Alkalmazva a fenti jelöléseket, annak valószínûségét, hogy egy véletlenül kiválasztott ember fehér lesz, így jelöljük:

 P(A) = 0.76        Hasonlóan: 
P(B) = 0.14,

P(C) = 0.10

Látható, hogy a három esemény valószínûségének összege éppen 1, azaz


0.76 + 0.14 + 0.10= 1.

Ha két vagy több esemény diszjunkt és uniójuk kiadja az összes lehetôséget, akkor valószínûségeik összege mindíg 1 lesz. Ez persze egyáltalán nem meglepô, csak a rend kedvéért említettük meg.
Alkalmazva az “unió” mûveletet diszjunkt eseményekre, ezt kapjuk:

P(A ( B) = 0.76+0.14 = 0.90

Mielôtt a metszet valószínûségére térnénk, részletezzük egy kicsit a kísérletet. Azt akarjuk eldönteni, hogy nézne ki a különbözô fajok közötti vegyes házasságok aránya akkor,  ha a párválasztásban nincs szerepe a faji hovatartozásnak. Ezt pedig majd összevetjük azzal a ténnyel,  hogy a különbözô népcsoportok közötti vegyes házasságok aránya a valóságban kevesebb, mint 1 %.

 Mivel itt házaspárokat vizsgáltak, a lehetséges események a következôk:

A1: a férj fehér

P(A1) = 0.76

A2: a feleség fehér
P(A2) = 0.76

B1: a férj fekete

P(B1) = 0.14

B2: a feleség fekete
P(B2) = 0.14

C1: a férj “egyéb”
P(C1) = 0.10

C2: a feleség “egyéb”
P(C2) = 0.10

Azt a feltevést, hogy a párválasztás során a származás nem játszik szerepet, úgy fordíthatjuk le a valószínûségek nyelvére, hogy azt mondjuk: a férjre és a feleségre vonatkozó események egymástól függetlenek. Vagyis:

fehér / fehér

P(A1 ( A2) = 0.76 ( 0.76  = 0.5776

fehér / fekete

P(A1 ( B2) = 0.76 ( 0.14  = 0.1064

fehér / egyéb

P(A1 ( C2) = 0.76 ( 0.10  = 0.0760

fekete / fehér

P(B1 ( A2) = 0.14 ( 0.76  = 0.1064

fekete / fekete

P(B1 ( B2) = 0.14 ( 0.14  = 0.0196

fekete / egyéb

P(B1 ( C2) = 0.14 ( 0.10  = 0.0140

egyéb / fehér

P(C1 ( A2) = 0.10 ( 0.76  = 0.0760

egyéb / fekete

P(C1 ( B2) = 0.10 ( 0.14  = 0.0140

egyéb / egyéb

P(C1 ( C2) = 0.10 ( 0.10  = 0.0100

	férj/feleség 
	fehér
	fekete
	egyéb
	

	fehér
	0.5776
	0.1064
	0.0760
	0.76

	fekete
	0.1064
	0.0196
	0.0140
	0.14

	egyéb
	0.0760
	0.0140
	0.0100
	0.10

	
	0.76
	0.14
	0.10
	1.00


Ha ez valóban így van, akkor mi annak a valószínûsége, hogy egy véletlenül kiválasztott házasság “vegyes” lesz? 

Egy házasság 6 féle képpen lehet vegyes és 3 féle képpen homogén:

vegyes házasság:

fehér / fekete
    vagy

0.1064

fehér / egyéb
    vagy

0.0760
fekete / fehér
    vagy

0.1064
fekete / egyéb
    vagy

0.0140
egyéb / fehér
    vagy
   
0.0760
egyéb / fekete


0.0140







---------

                   Összese tehát 
0.3928 a vegyes házasság valószínûsége. Vagyis:

P((A1 ( B2) ( (A1 ( C2) ( (B1 ( A2) ( (B1 ( C2) ( (C1 ( A2) ( (C1 ( B2))= 0.3928

homogén házasság:

fehér / fehér
     vagy
0.5776
fekete / fekete
     vagy
0.0166
egyéb / egyéb
      

0.0100





---------

                   Összesen tehát 
0.6072 a homogén házasság valószínûsége. Vagyis:


P((A1 ( A2) ( (B1 ( B2) ( (C1 ( C2))= 0.6072

Ha összevetjük a vegyes házaságok 0.39-es valószínûségét a valóságban tapasztalt 0.01 alatti értékkel, azt mondhatjuk, a faji hovatartozásnak fontos szerepe van a párválasz-tásban.

Most nézzük a feltételes valószínûséget. A fenti adatokból - ahol függetlenség van feltéve - csak azt konstatálhatjuk, hogy P(B|A) = P( B). Legyen a két esemény:

A: a férj  fehér

B: a feleség nem fehér

Kérdés, mennyi a P(B|A) értéke, vagyis “feltéve, hogy a férj fehér, mennyi a valószínûsége, hogy a feleség nem az”? Az alkalmazott szabály:

P(B|A) = P(A ( B) / P(A), vagyis a fenti valószínûségek alapján

P(B|A) = (0.1064 + 0.0760) / 0.76 = 0.24 

Ez pont annyi, mint P(B), hiszen

P(B) = 0.14 + 0.10 = 0.24

Most nézzünk egy másik példát, ahol már nincs függetlenség. Az alábbi adatok az agresszió és a TV-nézés kapcsolatát firtatják kisgyermekek esetén. A TV nézés alapján három csoportot képeztek: 1 - nem néz TV-t, 2 – csak ellenőrzött műsorokat, 3 – bármit nézhet.

Az agressziót úgy nézték, hogy a gyerek valamely helyzetben ad-e agresszív választ. (Az adatok nem valóságosak.)

	
	nem néz TV-t
	ellenőrzött műsorokat néz
	bármit nézhet
	összesen

	Agresszív választ ad
	1%
	5%
	15%
	21%

	nem ad agresszív választ
	9%
	55%
	15%
	79%

	összesen
	10%
	60%
	30%
	


Kérdés: 

feltéve, hogy a gyermek nem néz TV-t, mennyi a valószínűsége, hogy agresszív választ ad?

A: a gyermek nem néz TV-t

B: a gyermek agresszív választ ad.

 P(B|A) = P(A ( B) / P(A) = (0.01)/(0.01+0.09) = 0.1

Kérdés:

Feltéve, hogy a gyermek agresszív választ adott, mennyi a valószínűsége, hogy szokott TV-t nézni?

A: a gyermek agresszív választ adott

B: a gyermek szokott TV-t nézni.

 P(B|A) = P(A ( B) / P(A) = (0.05+0.15)/( 0.05+0.15+0.01) = 0.95

A teljes valószínûség tétele és a Bayes-tétel




Tegyük fel, hogy adott egy B esemény és A1, A2, A3 teljes eseményrendszer. Ez utóbbi azt jelenti, hogy A1, A2 és A3 diszjunktak és uniójuk kiadja biztos eseményt (vagyis az összes lehetõséget). Pl. kockadobásnál az 1,2,3,4,5 és 6, mint végeredmény is ilyen, mert felölelik az összes lehetséges dobást és valóban diszjunktak, mert egyszerre csak egy számot dobhatunk.

 Ekkor a következõ kérdéseket szokták felvetni:

1. Hogyan fejezhetjük ki B esemény valószínûségét a B-nek A1, A2, A3-ra vonatkozó feltételes valószínûségeivel?

(Teljes valószínûség tétele)

2. Hogyan fejezhetjük ki az A1, A2, A3 események valószínûségét a B-nek A1, A2, A3-ra vonatkozó feltételes valószínûségeivel?

(Bayes Tétel)

Tekintsük az alábbi példát:

Tegyük fel, egy adott vidéken háromféle ember él: Paraszt, Könyvelõ, Manager. Továbbá mindhárom csoportban vannak úgynevezett tipikusan könyvelõkinézetû emberek (vékony testalkatúak, erõs szemüveget viselnek, kopott öltönyben járnak). Definiáljuk az alábbi eseményeket és adjuk meg valószínûségeiket: Legyen az emberek megoszlása az alábbi:



A1: Paraszt

80 %
->
P(A1)=0.8



A2: Könyvelõ

10 %
->
P(A2)=0.1



A3: Manager

10 %
->
P(A3)=0.1

Jelölje B azt az eseményt, hogy a feltûnt ember tipikusan könyvelõkinézetû. Ennek valószínûségét nem ismerjük.

Tegyük fel, hogy az egyes csoportokon belül a tipikusan könyvelõkinézetû emberek aránya a következõ:



Parasztok között 
20 %
->
P(B|A1)=0.2



Könyvelõk között 
60 %
->
P(B|A2)=0.6



Managerek között
  5 %
->
P(B|A3)=0.05

1. Teljes valószínûség tétele

A kérdés tehát az, hogy fejezhetjük ki a B valószínûségét a P(B|A1), P(B|A2) ,P(B|A3) és a P(A1), P(A2), P(A3) valószínûségekkel? A konkrét esetben annak valószínûségét kérdezzük, hogy egy véletlenszerûen kiválasztott ember könyvelõ kinézetû lesz. A választ a következõ ábra is sugallja:




Tehát:

P(B) = P(A1 ( B) + P(A2 ( B) + P(A3 ( B)

Mivel pedig a feltételes valószínûség definiciója szerint:

P(A1 ( B) = P(B|A1) (P(A1),

A fenti képlet alapján a teljes valószínûség tétele a következõ:

P(B) = P(B|A1) (P(A1) + P(B|A2) (P(A2) + P(B|A3) (P(A3)
A konkrét példában tehát annak valószínûsége, hogy egy véletlenszerûen kiválasztott ember könyvelõ kinézetû lesz, a követkzõ:

P(B) = 0.2 * 0.8 + 0.6 * 0.1 + 0.05 * 0.1 = 0.225

2. Bayes Tétel
A kérdés itt az, hogy fejezhetjük ki a P(A1|B), P(A2|B) ill. P(A3|B) valószínûségeket a  P(B|A1), P(B|A2) ,P(B|A3) és a P(A1), P(A2), P(A3) valószínûségekkel?

Azaz pl. mennyi az A2 valószínûsége, feltéve hogy B bekövetkezik? (Természetesen ugyanezt A1-re vagy A3-ra is megkérdezhettük volna.) 

   A konkrét példában a kérdés: feltéve, hogy valaki könyvelõ kinézetû, mennyi a valószínûsége, hogy õ valóban könyvelõ? A pszichológiában ez a kérdés azért érdekes, mert az emberek egy tipikus ítélet-torzulására szolgáltat példát.

A fenti kérdés így írható le képlettel:





P(A2|B)=?

A válasz leolvasható az alábbi ábrákról. Lényegében arról van szó, hogy világunk beszûkül a B feltétel eseményre és ezért az A1, A2, A3 események valószínûségét a B eseménybe “belógó” darabjaik  valószínûsége adja. Tehát a jól ismert definíció alapján: 

P(A2|B)=P (A2 (B)/P(B)

A Bayes-tétel csupán annyi újdonságot jelent, hogy a fenti összefüggést a feltételes valószínûségek nyelvén írja le. A logika ugyanaz, mint a teljes valószínûség tételénél. A vizuális ábrázolás talán most is megkönnyíti a megértést:










A már fentebb említett módon kapjuk a Bayes-tételt:










A konkrét példában ez a következõt jelenti:



,

azaz ha egy ember könyvelõ kinézatû, 0.27 valószínûséggel az is. Hasonlóan kiszámítható P(A1|B) és P(A3|B) értéke is:




   A Bayes - tétel fontossága tehát abban áll, hogy a feltétel irányát megfordítja és így olyan feltételes valószínûségeket használ, amelyek általában adottak a gyakorlatban is, ezért tudunk velük számolni.
   Visszatérve a konkrét adatokhoz, azt kaptuk tehát, hogy akik könyvelõ kinézetûek, azok nagyobb valószínûséggel parasztok, mint könyvelõk. Vagyis hiába gyakoribb a könyvelõ kinézetû ember a könyvelõk között, mint a parasztok között, ha a parasztok nagyobb száma miatt közöttük abszolút értelemben több a könyvelõ kinézetû ember.

   Érdekes, hogy az emberek ezt általában figyelmen kívül hagyják és ilyen helyzetben hajlamosak arra tippelni, hogy az illetõ könyvelõ. 
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